GAL, Kolokwium 1, 31.03.2009

Kazda odpowiedZz TRZEBA starannie uzasadni¢. Rozwiazanie kazdego zadania TRZEBA napisa¢ na ODDZIELNEJ kartce

(lub kartkach).
Na kazdej kartce prosze podaé: imig, nazwisko (BARDZO CZYTELNIE) i numer indeksu osoby zdajacej, nazwisko

prowadzacego ¢wiczenia lub numer grupy do ktérej osoba zdajaca uczeszcza,
numer rozwiazywanego zadania i litere tematu.

TEMAT A
0 -1 0 1 1 1 30
. 1 -2 1 T . 1 -1 2 1
(1) Niech 4, = 0 1 -1 -1 (gdzie z € R) B = 1 -1 -1 3
1 -1 2 1 -1 1 -2 0

(a) Obliczy¢ det(AS - B~1) w zaleznoéci od parametru = € R.

(b) Niech p:R* — R* bedzie przeksztalceniem liniowym takim, ze M (p)3t = Ay (gdzie St jest baza standardowsg
w R*). Pokazaé, ze ¢ jest izomorfizmem i znalezé wzér na o~ 1.

(¢) Niech 1,:R* — R* bedzie przeksztalceniem liniowym takim, ze M(¢,)3t = A, - B. Dla jakich wartoci
parametru x € R, 1, nie jest monomorfizmem.

(2) Niech ¢: R3 — R? bedzie endomorfizmem takim, ze ¢((x1,z2,23)) = (2 — T3, —T2, —T1 — T2).

(a) Znalez¢ wartosci wlasne @ oraz bazy odpowiadajacych im przestrzeni wlasnych. Czy ¢ jest diagonalizowalny?
Jesli tak podaé przyklad bazy przestrzeni R? w ktérej ¢ ma macierz diagonalna.

1 0 0
(b) Czy istnieje baza B w R? taka, ze M(p)8 = 1 —1 0 |.Odpowiedz nalezy uzasadnié.
0 2 -1
-1 0 0
(c) Czy istnieje baza C w R? taka, ze M(p)S = 0 1 0 |.Odpowiedz nalezy uzasadnié.
0 2 -1
(3) A:(1,1,3),(1,-2,1),(-2,-2,1) i B : (1,1,1),(1,1,0),(0,1,1) bazy przestrzeni R3. Niech ¢:R?® — R3 bedzie
2 -1 1
przeksztalceniem liniowym takimi, ze M (gp)f\ = 3 —3 1 |.Niech f;: R® — R bedzie funkcjonalem liniowym
-2 4 0

takim, ze fi((z1,z2,23)) = (1 — t)z1 + txe, gdzie t € R.

(a) Znalez¢ wzory na funkcjonaly z bazy sprzezonej B*, oraz wspéhrzedne funkcjonatu f_; w bazie B*.
(b) Znalezé baze ker(p*) (funkcjonaly otrzymanej bazy podaé¢ wzorami).

(¢) Dla jakich wartosci parametru ¢ € R, funkcjonal f; nalezy do im(p*).

(4) V jest skoniczenie wymiarowg przestrzenia liniowa nad cialem K, ¢:V — V endomorfizmem przestrzeni V.

(a) Niech vy,...,v, bedzie baza V. Dla i =1,2,...,n, niech f;:V — K bedzie funkcionalem liniowym takim, ze

1 dlai=j Lo .. . . . .
fi(vy) = { 0 dlz z 7&; . Udowodni¢, ze f1, fa,..., fn sa liniowo niezalezne w przestrzeni sprzezonej V*.
(b) Niech uy,us,...,u, beda wektorami wlasnymi endomorfizmu ¢ o wartosciach wlasnych a1, aq, ..., ar. Pokazaé,
ze jesli a1, as, ..., a sa parami rézne (tzn. a; # a; dla i # j), to wektory ui,us, ..., ux sa linjowo niezalezne.

(5) (a) Pokazaé, ze jesli V jest dwuwymiarowa przestrzenia liniowa nad ciatem liczb rzeczywistych R, to dla dowolnego
endomorfizmu ¢: V — V ktérego slad jest réwny zero (tzn. tr(p) = 0), istnieje baza A przestrzeni V taka, ze

macierz M((p)ﬁ ma postac ( 2 8 ), gdzie a,b € R (tzn. macierz ma zerowa przekatna).

(b) Udowodnié, ze punkt (a) jest prawdziwy réwniez dla przestrzeni dowolnego skoniczonego wymiaru, tzn. dla
dowolnej skoriczenie wymiarowej przestrzeni liniowej V nad R i dowolnego endomorfizmu ¢: V' — V' takiego,
ze tr(p) = 0, istnieje baza A przestrzeni V w ktérej macierz M ()74 ma zerowa przekatna.
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Kazda odpowiedZz TRZEBA starannie uzasadni¢. Rozwiazanie kazdego zadania TRZEBA napisa¢ na ODDZIELNEJ kartce

(lub kartkach).
Na kazdej kartce prosze podaé: imig, nazwisko (BARDZO CZYTELNIE) i numer indeksu osoby zdajacej, nazwisko

prowadzacego ¢wiczenia lub numer grupy do ktérej osoba zdajaca uczeszcza,
numer rozwiazywanego zadania i litere tematu.

TEMAT B
1 -2 1 z 1 1 3 0
. 0 1 0 -1 . 1 -1 2 1
(1) Niech 4, = 0o 1.1 0 (gdzie z € R), B = 1 -1 1 3
1 -1 2 1 -1 1 -2 2

(a) Obliczy¢ det(AS - B~1) w zaleznoéci od parametru = € R.

(b) Niech ¢: R* — R* bedzie przeksztalceniem liniowym takim, ze M ()3t = Ay. Pokazad, e ¢ jest izomorfizmem
i znalezé wzér na 1.

(c) Niech 9,:R* — R* bedzie przeksztalceniem liniowem takim, ze M (1,;)S¢! = A, - B. Dla jakich wartoci
parametru x € R, 1, nie jest monomorfizmem.

(2) Niech ¢:R? — R? bedzie endomorfizmem takim, ze ¢((x1, 72, 23)) = (=29 + x3, T2, T1 + T2).

(a) Znalez¢ wartosci wlasne @ oraz bazy odpowiadajacych im przestrzeni wlasnych. Czy ¢ jest diagonalizowalny?
Jesli tak podaé przyklad bazy przestrzeni R? w ktérej ¢ ma macierz diagonalna.

-1 0 0
(b) Czy istnieje baza B w R? taka, ze M(p)h = 2 1 0 |.OdpowiedZ nalezy uzasadnié.
01 1
-1 0 0
(c) Czy istnieje baza C w R? taka, ze M(p)S = 2 1 0 |.OdpowiedZ nalezy uzasadnié.
2 01
(3) A: (3,1,1),(1,-2,1),(1,-2,-2) i B : (1,1,0),(0,1,1),(1,1,1) bazy przestrzeni R3. Niech ¢:R?® — R3 bedzie
1 1 1
przeksztalceniem liniowym takimi, ze M (gp)f\ = 2 3 1 |.Niech f;: R? — R bedzie funkcjonalem liniowym
-1 -3 1

takim, ze fi((x1,z2,23)) = taxe + (1 — t)z3, gdzie t € R.
(a) Znalez¢ wzory na funkcjonaly z bazy sprzezonej B*, oraz wspéhrzedne funkcjonatu f5 w bazie B*.
(b) Znalezé baze ker(¢*) (funkcjonaly otrzymanej bazy podaé¢ wzorami).

(¢) Dla jakich wartosci parametru ¢ € R, funkcjonal f; nalezy do im(y*).

(4) V jest skoniczenie wymiarowg przestrzenia liniowa nad cialem K, ¢: V — V endomorfizmem przestrzeni V.

(a) Niech vy,...,v, bedzie baza V. Dla i =1,2,...,n, niech f;:V — K bedzie funkcionalem liniowym takim, ze

1 dlai=j Lo .. . . . .
fi(vy) = { 0 dlz z 7&; . Udowodni¢, ze f1, fa,..., fn sa liniowo niezalezne w przestrzeni sprzezonej V*.
(b) Niech uy,us,...,u, beda wektorami wlasnymi endomorfizmu ¢ o wartosciach wlasnych a1, aq, ..., ar. Pokazaé,
ze jesli a1, as, ..., a sa parami rézne (tzn. a; # a; dla i # j), to wektory ui,us, ..., ux sa liniowo niezalezne.

(5) (a) Pokazaé, ze jesli V jest dwuwymiarowa przestrzenia liniowa nad ciatem liczb rzeczywistych R, to dla dowolnego
endomorfizmu ¢: V — V ktérego slad jest réwny zero (tzn. tr(p) = 0), istnieje baza A przestrzeni V taka, ze

macierz M((p)ﬁ ma postac ( 2 8 ), gdzie a,b € R (tzn. macierz ma zerowa przekatna).
(b) Udowodnié, ze punkt (a) jest prawdziwy réwniez dla przestrzeni dowolnego skoniczonego wymiaru, tzn. dla

dowolnej skoriczenie wymiarowej przestrzeni liniowej V nad R i dowolnego endomorfizmu ¢: V' — V' takiego,
ze tr(p) = 0, istnieje baza A przestrzeni V w ktérej macierz M ()74 ma zerowa przekatna.



