Kognitywistyka, zadania 7, catki

1. Znajdz nastepujace calki nicoznaczone (np. metoda zgadywania): a) [5xt — 322 + 8x — Tdx,
B) J20/T—3VE+1dr, ) [(Va+1)(e—yE+1)de, 0) [R50 gy o) [ (12)" da,
Q) J 1+‘f dz, n) [3e” —2sinz + 5cosxdz, v) [ cos3z dz, t) [(x+ 1) da,

) f(% 555 s dx, A) [V8—2zx dux, ) [2zvx?+ 1 de, V) ;g‘fl €) I%,
o) [ arl‘jtrgf dx, ) [ enadr o) [ mdm o) [sin®zcosz du, 7) [xcosx dz,
) fi§+g1) d.flf 90) fx+4dx ) f x+2 d.flf w) f%’ Ld) 433%&0_9
Rozwigzanie.

) Zamiast rozwija¢ potege ze wzoru dwumianowego i catkowaé uzyskany wielomian, probuje, co
bym uzyskal rézniczkujac funkcje (x + 1)'. Widze, ze dostatbym
16(x + 1), a wigc 16 razy za duzo. Wynika z tego, ze [(z + 1)%dx = s5(x + 1)'° + C.

v) Zauwazam, ze funkcja x w liczniku jest polowg pochodnej funkcji 22 + 1 z mianownika. Stad
pomyst, ze funkcja podcatkowa powstata ze zréZniczkowania funkcji Z}oZonej z funkcja wewnetrznag
2?2 + 1. Zapisuje funkcje podcatkows o =32 2+1 = 2 - (22 + 1) - 2+1 i zgaduje, ze funkcja

zewnetrzng jest logarytm naturalny. Sprawdzam. 3 In(z*+1)) =1- :p2+1 -2 = 555 jest funkcja

podcaltkows, zatem stwierdzam, ze xﬁcffl = %ln(:lc2 +1)+C.

v) Zauwazam, ze moge zapisa¢ funkcje podcatkowa w postac réznicy 4”2’ +é = 2952219 xg 5 Plerwszy

sktadnik jest pochodng funkcji 2In(z? + 9). Drugi skladnik przypomina pochodna funkcji arctg,
ale rozni sie od niej liczbg 9 w mianowniku. Aby mie¢ w tym miejscu 1, zapisuje ten sktadnik w
1 1 1 1 3

postaci 5 = 5 - (%)12“. Obliczam pochodng funkcji arctg(3): (arctg(§))" = @3 T 24

i widze, ze otrzymatem 3 razy za duzo. Zatem stwierdzam, ze [ x21+9 do = 1 s arctg(3) + C. Zatem

k= +é dr = 2In(z*+9)—1 arctg( )+C. Wykonuje sprawdzeme aby sie przekonac czy nie popelnitem

jakiego$ bledu: (21In(z? —|— 9) — arctg($)) =2 oty - 27 — %(%)12“ C 3 = %5 — 2y, zgadza sie.
2. Oblicz przez podstawienie nastepujace catki nieoznaczone: a) %dm,
X ])2 xr— 6\/5
B) [tgx du, %) f\/% du, §) [eX =2y + 1) dx, e) [ <~ dx,
() fg/% dz, n) [ h;xdx, 9) [ mff;}rl dx, L) f% dx.

Rozwiazanie ) Zauwazam, ze pochodna funkcji podpierwiastkowej jest rowna 2z — 4, Czyli jest

proporcjonalna do funkcji w liczniku. Zapisuje wiec dana catke [ \/% =3 5 ) W dz.

Przyjmuje g(z) = 2? — 4z + 5, wtedy ¢'(z) = 2z — 4, f(y ) = % Korzystajqc z twierdzenia o
catkowaniu przez podstawienie dostaje 3 37 \/% de =3 f dy, gdzie y = 2% — 42 + 5. Obliczam
catke 2 5 == 7 dy = 5 -2\/y + C, a nastepnie wstawiam y = g( ) = 22 — 42 + 5. Otrzymuje odpowiedz
3vVa? —4xr+5+ C . Sprawdzenie zostawiam jako ¢wiczenie.

3. Oblicz przez czesci nastepujace catki nieoznaczone: a) [xsinzdr,
B) [x%e™" dz, v) [zteg?x dz, 8) [Inz dz, ) [23sinx dz,
() [e*sinx dx, n) [In(z* +1) dz, 9) [1In®zd, t) [sinlnz dz.

Rozwiazanie 8) [z?e % dx = [2*(—e ") dz = 2*(—e )= [(2*)/(—e ") dz = —x?e "+ [ 2ze ™" dx =
2e7 4 [22(—e7®) dz = —2%e "+ 22(—e7%) — [(22)/ (=€) dov = —22%e™® — 2xe "+ [ 27" dx =
—r?e™" — 2we™" — 2e”* 4 C. Sprawdzenie: (—z?e™" — 2we™" — 2e7*) = —2xe™" + xPe™" — 2e7 " +

2xe % + 2e7% = 2%e7%, zgadza sie.

4. Oblicz nastepujace caltki oznaczone: o) 2,20 + 2%, B) [ Wz du,
v) [ e * da, 8) P m dx, €) fgrmzcsin S5 dz, ¢) 01 xzii’ dz.
Rozwigzanie. o) [2, 26 + 2%dx = Lol 4 Lall)2, = L2174 L2100 — L(—2)17 — L (—2)10 = %
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Oblicz pole obszaru zawartego miedzy krzywymi: 7))y =23 z2=19% Nar=1—y* z+y=—1,

) y=cos Tty = (z—1)7 K)y=+r,y=+vr+10<z <4,
A) y=sinz,y =sinzcosz,0 <z <, w)r=1y>+4y+ 1,2 =6y +9.

Rozwiazanie. ) Zaczynamy od znalezienia punktéw wspolnych krzywych. Punkt (z,y) lezy na obu
krzywych wtedy i tylko wtedy, gdy 2 = 1 —¢?>,2 = -y -1 <= 2= —y— 19> —y—2 =
0 < (x,y) = (1,0) lub (z,y) = (2, —3). Pierwsza krzywa jest wykresem funkcji f(y) = 1 — 32,
a druga wykresem funkcji g(y) = —y — 1. Wspéhrzedna y przyjmuje w tych punktach wartosci —1 i
2. Dla y € (—1,2) zachodzi nier6wnosé f(y) > g(z), zatem [ jest nasza gérna funkcja, a g — dolna.
Zatem pole obszaru zawartego miedzy tymi krzywymi jest rowne P = ffl 1—y?—(—y—1)dy =
o=y t2dy= -1+l 42yt = S 4244 -1 142 =9

a) Wykaz nastepujace twierdzenie o wartosci $redniej. Jesli funkcja f jest ciagla, to istnieje taka

liczba ¢ € (a,b), ze [° f(z) dv = f(c)(b—a). b) Wykaz, ze 5 < fi}rf L dr <.

1+sin? z

Oblicz pole pod n—ta gérka wykresu funkcji g(z) = xsinz dla z > 0.

. Na paraboli y = 6 — 2? zaznaczono punkty o odcietych —2 oraz 1 i polaczono je odcinkami z

poczatkiem uktadu. Oblicz pole powstaltej figury.

Rozwiazanie. Te punkty maja wspéhrzedne (—2,2) i (1,5). Proste taczace te punkty z poczatkiem
uktadu wspétrzednych majg rownania y = —z oraz y = bx. Powstal trojkat krzywoliniowy z dwoma
bokami na znalezionych prostych i jednym na paraboli. Gorna funkcja jest funkcja kwadratowa
g(z) = 6 — 2% Na przedziale [—2,0] dolna funkcja jest di(z) = —=, a na przedziale [0,1] dolna
funkcja jest funkcja liniowa 5z. Zatem pole jest réwne [, 6 — 22 — (—x)dx + [} 6 — 2® — Sadr =
(62 — 2 + 2|0, + (6 — & — 2)|h =2 1 19 _ 21

e

Oblicz pole obszaru ograniczonego od gory wykresami funkcji e® oraz £ a od dotu prosta y = 1.

Oblicz pole obszaru ograniczonego z gory osia odcietych, a z dotu wykresem funkcji f(x) = ze®.

Oblicz: a) [;~° %, b) S ze ™ dx, ¢) [} xInzdz.

Rozwiazanie a) [;° 1_‘@2

= lim arctgz|) = lim arctgb=Z.
b—+o0 blto+oo

WyprowadZ wzor na objetosé¢ stozka.
Oblicz objetos¢ bryty powstatej z obrotu obszaru pod wykresem funkcji cos x na przedziale [—7, 7.

Punkt A oddala sie (wzdtuz prostej) od punktu B z predkoscia zalezaca od czasu wedtug wzoru: a)
v(t) = m, b) v(t) = =. Czy A oddali si¢ dowolnie daleko (po odpowiednio dtugim czasie)?
Rozwiazanie. a) Oznaczmy droge przebyta od chwili 0 do chwili ¢ przez x(t). Wtedy 2/(t) = WM’
zatem z(t) = Inln(t + 2) + C. Widzimy, ze lim; ., z(t) = +00, zatem tak, punkt A oddali sie do-
wolnie daleko od B.

o0 o
Zbadaj zbieznosé szeregu: a) »  —— b) > .




