Kognitywistyka, zadania 6, pochodna 3

1.

Niech A = (0,0), D = (0,6). Prosta réwnolegta do osi rzednych przecina wykres
funkcji f(z) = —x* + 6 w punkcie C lezacym w pierwszej ¢wiartce i o§ odcietych w
punkcie B. Wskaz punkt C, dla ktérego pole trapezu ABC' D jest najwieksze.

Producent moze sprzedac¢ /100 — z ton towaru, jesli jego cena wynosi x dolaréw za
tone. Koszt wyprodukowania jednej tony wynosi 10 dolaréw. Przy jakiej cenie za
tone producent osiggnie najwiekszy zysk?

Rozwiazanie. Wyrazimy zysk jako funkcje zmiennej x i zbadamy, dla ktérej wartosci
x przyjmie ona swoja wartos¢ najwieksza. Zysk, to przychéd minus koszt produkcji.
Przy cenie x dolaréw za tone, producent sprzeda /100 — z ton, wigc koszty wyniosa
104/100 — = dolaréw, a przychdd ze sprzedazy x1/100 — x dolaréw. Zatem zysk wy-
niesie Z(z) = x4/100 — z — 104/100 — x = (z — 10)y/100 — z dolaréw. nalezy wigc
znalezé¢ warto$é z, przy ktorej funkcja Z(x) osigga warto$é¢ najwiecksza. Dziedzing,
funkeji Z jest przedziat (0,100). Obliczamy pochodna: Z'(x) = /100 — x — 25}61_0(1)70—)1'
Rozwiagzujemy nier6wno$é¢ Z'(x) > 0 <= /100 —x > 25}31_0%)0—2 <— 200 — 2z >
r—10 <= =z < 70. Widzimy takze, ze Z'(z) < 0 dla = > 70. Zatem funkcja Z

osiaga najwieksza warto$¢ dla x = 70 (tzn. przy cenie 70 dolaréw za tone).

Statek stoi na kotwicy w odlegtosci 9 km od (prostoliniowego) brzegu, akurat na-
przeciw skaty. Marynarz ma w jak najkrotszym czasie dotrze¢ do miejsca na brzegu,
odlegtego od skaty o 15 kilometrow. Predkos¢ marszu marynarza na ladzie jest row-
na 5 km/godz, a predkosé todki, ktora doptynie do brzegu — 4 km/godz. W jakiej
odlegtosci od skaty powinna dobié¢ tédka.
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jednak, ze zastosowanie reguty de l’Hospltala nie prowadzi do rozwigzania zada-

nia, bo granica ilorazu pochodnych jest réwnie skomplikowana, co dana granica
(Vsinz)" _ lim —<osz_ 2V Vzxcosx
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Zmajdz przedzialy wklestosci i przedziaty wypuktosci funkeji:
n) f(x) =sinz, 9) f(x) =2*Inz, V) f(z) =e"— %, k) flo) = 5.
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Rozwiazanie. ¥) Obliczamy f'(z) =2zlnz + z, f’(x) =2lnz+2+1=2Inz + 3.

Rozwigzujemy nier6wnosé¢ f’(x) >0 <= 2lnz4+3 >0 <= Inx > —% = x>

e™32. Widzimy tez, ze f"(z) < 0 <= 0 < z < e %2, Zatem funkcja jest wklesta
na przedziale (0,e 3/?) i wypukla na przedziale (e=3/2, +-00).
Zmajdz punkty przegiecia wykresu funkcji:

2

A) flx) =40 — %, w) f(x) =222 +Inuz, v) f(z) = 2* — 423 + 52? — 2z.
Zbadaj funkcje i naszkicuj jej wykres:

a) f(z) = 2° + 2% b) flz)=1+1. c) f(z) = AL
d) f(x) = 745 e) f(z) =e® —e® f) f(z) = = + Va? + 2.
g) f(x) =2’ Inwz. h) f(z) =sinz + 1 sin 2z. i) flx)=e""
i) flr) = =t K) f(w) = we 1. ) f(z) = In(4 — 22).

Funkcja f : R — (0,+00) jest zadana wzorem f(z) = (2? + 1)e®. a) Wykaz, ze
funkcja f jest bijekcja (tzn. jest r6znowartosciowa i przeksztatca R na zbior (0, +00).
b) Wyznacz pochodng funkcji odwrotnej do funkcji f w punkcie 1.

Niech f(z) = xx—jl dla x # —1. Wykaz, ze f(z) < —4, gdy = < —1.

Rozwigzanie. f'(x) = (9”;:12)2 Zalozmy, ze v < —1. Wtedy f'(z) > 0 < 2?42z >
0 < =z(r+2) >0 <= z < —2. Zatem f rosnie na przedziale (—oo, —2].
Podobnie stwierdzamy, ze f maleje na [—2, —1). Zatem funkcja f swoja wartosé
najwieksza na przedziale (—oo, —1) przyjmuje w punkcie —2. Poniewaz f(—2) = —4,

to dla wszystkich x < —1 zachodzi nieréwnosé¢ f(z) < —4.

In

Niech f(x) = T:f dla x > 0. a) Znajdz przedzialy monotonicznosci funkcji f. b)

Wykaz nieréwnosc 3V5 < 53,
Niech f(r) = 25 + i—ié dla x > 0. a) Znajdz granice xl_lffoof(x) b) Wykaz, ze

% < f(z) < 2 dla wszystkich = € [0, +00).

Niech f(z) =2 — 2Inz dla x > 0. Wykaz, ze f(x) > In % dla wszystkich = > 0.

Wykaz nier6wnos$é¢ z¢ < e* dla wszystkich x > 0. Wsk. Skorzystaj z funkcji f(z) =

Inz

ot
Wykaz, ze suma dwéch funkcji wypuktych na przedziale I jest funkcja wypukta na
przedziale I.

Niech f(z) = ii;iﬁ dla z € R. Wykaz, ze 2 < f(z) + f(2?) < 4 dla wszystkich
z € R.

Podaj przyktad takiej funkcji: a) wklestej, b) Scisle wklestej f : R — R, ze lim f(z) =

r——+00
+oo oraz lim f(z) = —oc.
r——00



