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7 kwadratowego kawaltka blachy o wymiarach 24 cm x 9 cm zamierzamy usunaé¢ kwadraty o boku x cm
w rogach, a nastepnie ztozy¢ z niego prostopadto$cienne pudetko (bez pokrywki). Dobierz tak wartosé z,
zeby pudetko miato najwieksza pojemnosc.

. Balon unosi si¢ pionowo do géry. Obserwator patrzy na balon z punktu na ziemi potozonego w odleglosci

1000 m od startu balonu. Gdy patrzy na balon pod katem 20°, widzi, ze kat pod ktorym patrzy zmienia
sie z predkoscia 3°/min. Z jaka predkoscia porusza sie wtedy balon?

Rozwiazanie. Niech h(t) oznacza wysokosé balonu w metrach, a «(t) kat jego obserwacji w stopniach.
A(t)

Miara tukowa kata obserwacji jest rowna ~ £, bo jeden radian ma okoto 57°. Wtedy tg(* t)) = MU zatem
t
@ 50 (1) = o zatem: I(t) = 553080 ~ 60(m/min).)

. Dwa wysokie budynki o pionowych Scianach stoja w odlegtosci 10 metrow naprzeciwko siebie. Miedzy

budynkami na wysokosci 10 metréw nad ziemia rozpieto nitke o konicach w punktach A na I budynku i B
na Il budynku. Od A do B porusza sie po nitce mucha z predkoscig jednego metra na minute. U podnoza
sciany II budynku doktadnie pod punktem B $wieci zaréwka. Oblicz predkosé poruszania si¢ cienia muchy
na scianie I budynku w chwili, gdy mucha jest w potowie drogi z A do B.

Dnia 21 marca rano na placu w Quito stal cztowiek majacy 1.6 metra wzrostu. Oblicz predkos¢, z jaka
poruszal sie koniec jego cienia w momencie, gdy stonice byto 6° nad horyzontem. Przyjmij, ze m ~ 3 oraz
sin6° ~ 0.1.

Zmajdz réwnanie prostej stycznej do wykresu danej funkcji w punkcie o danej odcietej. Nastepnie znajdz

punkt przeciecia tej stycznej z osiami ukladu wspotrzednych. a) fx) =4 —22 0= —1,
b) g(x) = 2y/z,x =1, c) hiz)=x73 z= -2, d) i(z) =sinz,z =0, e) jlz) = &2 z=2.

. Oblicz, o ile i w ktéra strone zmieni sie w przyblizeniu warto$¢ funkcji f(z) = % + %, gdy x wzrosnie:

a) od 4 do 4.5, b) od 9 do 9.5, ¢) od 1 do 1.5.

. Oblicz wartoé¢ przyblizona: a) v/26. b) 16.5/4 — 161/4. c) v/26.7. d) 313/, e) 1.011n1.01.

¢) Rozwigzanie. Niech f(x) = J/x. W poblizu liczby 26.7 lezy liczba 27, w ktérej znamy wartosé funkeji
f, mianowicie f(27) = 3. Przyjmijmy wiec zo, = 27. Wtedy h = 26.7 — 27 = —03. fl(x) = ﬁ, wiec

J'(27) = 5. Zatem f(26.7) ~ f(27) + f'(27) - (—0.3) =3 — 5 - 0.3 =3 —

Pod jakim katem przecina o$ odcietych: a) sinusoida w punkme (0,0), b) parabola y = 22 — 1 w punkcie
(1,0)?

Kat przeciecia krzywych w punkcie A okreslamy jako kat, pod ktérym przecinaja sie styczne do tych
krzywych w punkcie A. Pod jakim katem przecinaja si¢ krzywe: a) . = y* iy =2%  b) y =23 — x oraz
y=uxa?

Znajdz wartos¢ najwicksza i wartosc naJmmerzz% funkcji f na przedziale I oraz argument;r w ktorych te
wartosci sg przyjete. v)f(x) =23 — 42* + 52, I = [0, 2], v) flx) = el = [—3.2],

X) f(z) =sinz + cosx, [ = |0,27], f( y=zln®z, I =lee], w) f(z)=2a>— 2x2—|—2|x|,]— [—f 1].

w) Rozwiazanie. Funkcja F' jest ciagla na I, ale nie jest rézniczkowalna nie tylko na koncach, ale takze
w punkcie 0. Spelnia natomiast warunki Wniosku z punktu 10 wyktadu na kazdym z przedziatow I, =
[—%,O] oraz Iy = [0,1]. Zatem obliczymy wartosci funkcji f w punktach xzy = —%,[El = 0,29 = 1 oraz
w punktach zerowania pochodnej. Ze wzgledu na wystepujaca Wartoéé bezwzgledna, pochodn@ obliczymy
oddzielnie wewnatrz I i Wewn@trz L. Dla z < 0, f(x) = 2% — — 2z, wiec f'(z) = 32? — bx — 2.
Zatem f'(x) =0 <= x = —2 \/ x = 2, jednak druga z tych hczb nie nalezy do Wthrza przed21a1u 1.
Zatem w I; mamy jeden punkt zerowania pochodnej z3 = —:. Dla z > 0, f(x) = 2® — 22% + 22, wiec
f(x) = 32% = bz + 2. Zatem f'(z) =0 < z=1Vz = %, tylko % nalezy do wnetrza przedziahl I,.
Zatem w I, mamy takze jeden punkt zerowania pochodnej x4, = % Teraz obliczamy i poréwnujemy wartosci
funkcji f w punktach zg, x1, z9, x3, 4. f(—%) = i,f(—%) = g,f( O,f(g) = ;—‘;,f(l) = % Poréwnujac
otrzymujemy f(0) = 0 < f(—1) =1 < f(-1) =18 < f1) = L < f(2) = L2 Zatem fpim = f(0) = O,

Smaz = f(%) = %
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Znajdz ekstrema lokalne funkcji: ) f(z) = |22 — 4],8) f(z) = 2*> — 8Inz,n) f(z) = =Z=,0) f(z) =

EEE
’Inz,e) f(x) =:=,0) f(z) = x3i3x'

«) Rozwiazanie. Funkcja f jest rézniczkowalna wszedzie poza punktami z; = —2 oraz x5 = 2. W kazdym
z tych punktéow funkcja f ma minimum lokalne, przyjmuje tam wartos¢ zero, a wszedzie obok wartosci
dodatnie. Pozostate ekstrema lokalne moze przyja¢ jedynie w punktach zerowania pochodnej. Obliczamy
wiec pochodng funkeji f. Jesli —2 < x < 2, to f(x) =4 — 2% oraz f'(zv) = -2z i f'(z) =0 < z =0.
Sprawdzimy, czy w tym punkcie spelniony jest warunek dostateczny istnienia ekstremum lokalnego, tzn.
czy pochodna zmienia w nim znak. Gdy —2 <z < 0, to f'(x) > 0. Gdy 0 < z < 2, to f'(x) < 0. Widzimy
wiec, ze f'(x) zmienia swoj znak w punkcie z = 0 z dodatniego na ujemny. Zatem funkcja f ma w punkcie
0 maksimum lokalne. Jesli # < —2 lub z > 2, to f(z) = 2? — 4 oraz f'(z) =2z i f'(x) # 0. Zatem funkcja
f ma ma innych ekstreméw lokalnych.

Znajdz przedziaty monotonicznosci funkcji: a) f(z) = 2* + 622, 0) f(x) =2* =z, 1) f(x) = 2%,

0) fl@) =, o) fl@)=ay2E O fle)=a*lma, ) fl@) =" 0) f(2) = xln(-a).
¢) Rozwigzanie. Dziedzing funkcji f jest przedzial (0,+o00). Obliczamy pochodna: f'(z) = 3z?Inz + x2.
Rozwigzujemy nieréwnosé f'(z) > 0 <= 32’Ilnz+2? >0 < 2’(3Inz+1) >0 <= Iz > -1 <
x > 3%/5 Zatem f jest rosnaca na przedziale (%e, +00), a malejaca na przedziale (0, 3%/5) Mozna nietrudno

wykazac, ze f jest rosngca na przedziale [3%/5, +00), a malejaca na przedziale (0, %]
Wykaz, ze funkcja f : (0, +00) — R okreslona wzorem f(x) = (2% 4 1)¥/% jest monotoniczna.

Niech f(z)="f dlaz > 0. Wykaz, ze 0 < f(z) < = dla z > \/e.
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