Kognitywistyka, zadania 4, ciggto$¢, pochodna 1

dla x < 0,

o1
1. Zbadaj, czy jest ciagla funkcja g : R — R okre$lona wzorem g(z) = { ef daz>0

2. Wyznacz wartosci parametrow rzeczywistych m i k tak, aby nastepujaca funkcja f byta funkcja
ciggta:

o dlaz<2, e daze[-5 Tl o0t
k dla x = .
Rozwigzanie. b) Dy = [-7, 7] Poniewaz sinx zeruje sie jedynie w punktach z; = 0 oraz xo = 7

dziedziny Dy, to z Twierdzenia 4 wynika, ze funkcja f jest ciggla w kazdym punkcie dziedziny oprécz
punktéw xy i xo. Pozostaje tak dobra¢ wartosci parametrow m, k, zeby byta cigglta w punktach x;
oraz . Ci@gioéc’ w punkcie z; = 0 oznacza, ze m = f(x1) = lin% f(z). Obliczamy wiec granice
hmf( ) = M= 2 = lim, T iy = lim-2

0 sinz z*,0281n§cos§ xH0251n2 mHOSIHE

punkme 1 zapewnl nam warunek m = 1. Zajmijmy sie teraz punktem xy = 7. Granica lim f(z) =
r—T

= 1 (wazne granice). Zatem ciagto$¢ w

lim

r—m2sin g

ciggta <= m =1,k = 7.

= 3 zatem nalezy przyjac¢ k = 7, aby funkcja byta ciagta w punkcie 7. Odp. Funkcja f jest

3z dy z € 10,1
3. Funkcja f : [0, 7] — R jest okreglona wzorem f(z) = { c sin(z—1) gdy = € (0,1,
:1:275:r+4’ gdy x e (17 ﬂ-]

Zmajdz te warto-

Sci parametru a, przy ktorych funkcja f jest ciggla.

a) dowolny wielomian unormowany stopnia parzystego przyjmuje swoja wartos¢ najmniejsza,;
() dowolny wielomian stopnia nieparzystego ma pierwiastek rzeczywisty;
7v) wielomian 2 — 3x + 1 ma dokladnie trzy pierwiastki rzeczywiste;
§) zbiér wartosci funkcji 3z* — 52 + x — 7 zawiera przedzial [—8, 8];
¢) funkcja okredlona wzorem 2% — 22 — 22 + 1 dla x € (—1,1) osigga swoja najwicksza wartodé.

Rozwigzanie. ) Rozpatrzmy wielomian w(z) = a,2" + a,_ 12" ! + ... + ag, gdzie n € IN jest licz-
ba nieparzysta i zatézmy, ze a, > 0. Wtedy 1ir+n w(zr) = liIll (apx™ + ap_ 12"t + ...+ ag) =

lim a,z"(1 + “==L + ... + - —02) = 400 oraz lim w(x) = lim (a,2" + ap 12"V + L+ ag) =

T—+00
lim a,z™(1+ < an's —|— L+ %) = —o0, bo hr_n 2" = —oo gdy n jest liczbg nieparzysta. Z definicji

granicy rownej +oo wynika, ze istnieje taki punkt z; € R, ze w(z1) > 0. Podobnie, istnieje taki
punkt o € R, ze w(zz) < 0. Wielomian w jest funkcja ciagta (Twierdzenie 3), wiec ma wlasnosé
Darboux (Twierdzenie 8). Zatem pomiedzy liczbami xy, x5 istnieje pierwiastek (czyli miejsce zerowe)
wielomianu w. Gdy wspdtezynnik a,, jest ujemny, to lir}rﬂ w(r) = —ooi lim w(x) = +o0, a dowdd
jest analogiczny.

7v) Niech u(z) = x* — 3z + 1. Zaczynamy od obliczenia wartosci wielomianu u w kilku punktach:
uw(0) =1, u(l) = —1,u(2) = 3,u(—1) = 3,u(—2) = —1. Wielomian u ma wtasnos¢ Darboux, wiec ma
wartosé¢ 0 w pewnym punkcie z; € (=2, —1), a takze w pewnym punkcie x5 € (0,1) oraz w pewnym
punkcie x3 € (1,2). Ma wiec co najmniej trzy miejsca zerowe. Wiecej mie¢ nie moze, bo niezerowy
wielomian nie moze mie¢ wiecej miejsc zerowych, niz wynosi jego stopien.

¢) Niech v(z) = 28 — 22* — 2% + 1. Funkcja v jest ciggla, ale nie mozemy skorzystaé¢ bezposérednio z
twierdzenia Weierstrassa (Twierdzenie 6), bo przedziat (—1, 1) nie jest domkniety. Rozpatrzmy nowa
funkcje V(x) = 25 — 22* — 22 + 1 okrelona tym samym wzorem co v(x), ale dla x € [—1,1]. Na
mocy twierdzenia Weierstrassa funkcja V' (z) przyjmuje swoja warto$¢ najwieksza w pewnym punkcie
zy € [—1,1]. Zauwazmy, ze V(—1) = V(1) = —1,V(0) = 1. Poniewaz 1 > —1, to warto$¢ —1 przyjeta
na krancach przedzialu [—1, 1] nie jest wartoscig najwieksza funkcji V. Zatem xg # 1,29 # —1. Z
tego wynika, ze w tym samym punkcie xy przyjmuje swoja najwicksza warto$¢ funkcja v(z).



5.

Ile miejsc zerowych ma wielomian 2 + 3z — 77

6. Ile miejsc zerowych ma wielomian z* — 22% — 1022 + 122 + 17

7. Wykaz, ze funkcja f ma co najmniej jedno miejsce zerowe w przedziale I, jesli:

10.

Q) f(z)=(x—1)e* +z,I=]0,1], n) f(x) =2sin2z — 3cosx, I = [0, 7],
V) f(xr) =z +Inz, I =(0,3), ) f(z) =a2"—1,1=(0,1).
Rozwiazanie.

() funkcja f jest ciagta na przedziale I, a na krancach przyjmuje wartosci f(0) = —1, f(1) = 1. Sa
one réznych znakéw, wiec w pewnym punkcie xy € (0, 1) funkcja f ma wartosé 0.

v) Funkcja f jest ciagla oraz f(%) = % —1<0,f(1) =1> 0. Zatem w pewnym punkcie lezacym
miedzy liczbami % a 1 funkcja f ma wartoé¢ 0. Punkt zy oczywiscie lezy w przedziale (0, 7), bo

0<l<zo<l<i.

Oblicz 7 definicji pochodna funkcji: f(z) = 2* — x w punkcie 7y = 1. b) g(z) = 13,20 = —1.
. . i JAFR)—F) g (1+R)2—(1+R) R*+h
Rozwiazanie. a) f'(1) = }g%f = ’1113(1)7 llzlir(l) e hm(h +1)=1.

Oblicz pochodne funkeji w dowolnym punkcie:

a(r) =22 + 8x + 1, b(z) = 1527 — 1123 + 24x + 411, c(x) = w2’ —ex® —xlne + V2,
d(z) = 252" + 4y/x — 4, e(z) =2+ 5%, f(x) = Va2 — /5,
g(x):——ll\/_—i-?) h(z) = 223 + 8sinx + 11 1Inx, z(x)f%,
j(z) = Bz — 1) (=2 + 22 + 5), k(z) =3cosx — -+ =L, l(z) = Bz +4)7,
m(x) = IlHI7 n(qj) = ;—27 p(x) =\/Tx +47 Q(l’) = \/e® +ZE2 +1
r(x) = zsinz + cosz, s(x) = ﬁﬁ, t(z) = bre” tg z, u(z) = }:r:gi?
v(z) = *Inw + 3z, w(z) = }Ei;}, y(z) = In(z* — 2), 2(2) = sin 2z + ze® .

Rozwigzanie. Podaje bardzo szczegdtowe wyjasnienia. Wiele sposréd podanych krokéw nalezy wyko-
nywaé¢ w pamieci.

g (@) = (5—4V/a+3) = (3r72 4P 43) = 3(a72) —4(a'?) +3' = 3-(— )2~ —4-327/24+0 =
—ﬁ — % (pochodna sumy (réznicy), to suma (réznica) pochodnych, pochodna funkcji pomnozone;

przez stala, to stala razy pochodna funkcji).

m/(z) = (xlnz) =2’ -Inz+2-(Inz)) =1-Inz+2- - =Inz + 1 (pochodna iloczynu, to pochodna
pierwszego czynnika razy drugi czynnik plus pierwszy czynnlk razy pochodna drugiego czynnika).
n'(z) = (%) = €L x:;; ) — et — D) (pochodna ilorazu, to iloraz: w liczniku po-

chodna licznika razy mianownik minus licznik razy pochodna mianownika, w mianowniku kwadrat
mianownika).

q(x) = Ve* + 22 + 1. Jest to funkcja ztozona, funkcja wewnetrzng jest f(x) = e* + 22 + 1, a funkcja
zewnetrzna g(r) = /7 = x'/2. Ich pochodne sa réwne f'(z) = e —i—2:c g (z) = (a'?) = ix -1/2 =505
Zat'em Z twierdzenia 22 Wyni'ka, ze ¢'(x) = g (f(x)) ] f(z) = m - (€ 4 2x) (pochodna funkq}
ztozonej, to pochodna funkcji zewnetrznej ze wstawiong funkcja wewnetrzng razy pochodna funkcji

wewnetrznej).

Oblicz pochodna funkcji f w punkcie x, jesli

a) f(x) =523 = 32°2 + 2073, v =1, B) f(z) = (1 —/x)?/x, x =0,01,
M f@) = e =2, ) flo) = mits T =%
O F)=1- Va1 Bor=-8, O) fl@) = 24, v =1,
n) f(z) = liossiffx, r=x, 0) f(x) = (2* + 1Varctg z, x =1,
1) f(x) = z?arcsin x, x = 1/2, k) f(x) =2¢" +1nz, v =1,



11.

A) f(z) = e*(cosz +sinx), x = 7, p) flo) =<tsne gy =1
v) f(z) =Intgz, v =7/12, ) f(x) =ab™* z=m,
0) f(z) =1Insin(z®+ 1), x =0, 7) f(x) = arctglnz + Inarctg z, z =1,
p) f(z) =In’tg3z, v =%, o) f(z) = In*arctg(z/3), x = 3.
Rozwiazanie.

¢) Najpierw obliczamy pochodna w dowolnym punkcie:

f/(l') — (xecoswlnS)/ — x/ecosx~ln5 + x(ecosx'lnE))/ =1- 6cosac'ln5 + .T@COSI‘]HE’(COSZE . lIl 5)/ —
eeoswInd 4 pecosend(_gin g . Inj5) = e M5 (1 — rsinzIn5).
Nastepnie wstawiamy @ = 7, otrzymujemy f'(7) = e 5.1 =¢"5 =1,

Niech f(z) = M dla x € R. Zbadaj: a) ciaglos¢ funkcji f. b) rézniczkowalnosé funkeji f.

Rozwigzanie. Ponlewaz 22 —x+1 > 0dla kazdego z, to Df = R. Poniewaz funkcja f powstata z wie-
lomianéw i modutu (ktére sa ciagle) przez zastosowanie operacji algebraicznych, wiec jest funkcja cia-
gta. Wielomiany sa rozniczkowalne, a |z| jest rézniczkowalny wszedzie poza punktem 0. Zatem funkcja
f jest rézniczkowalna wszedzie poza punktem x = 1. Rézniczkowalno$é w punkcie xr = 1 sprawdzi-
my z definicji, obliczajac pochodne jednostronne. f’ (1) = hlir(r)l JAHN=IA) — iy (( 2|1 +h]]

h hoso— N (14+h)2=(1+h)+1
_ —2h _ _ fA+h)—f1) _ 2[1+h—1| _
0) = hm ' R(R2HhH1) hli%l m =-2£() = h%l-‘rT N hli>0+h<m - 0) =

hh%ﬂ_h(hT]ZH) = hhr(r)1+h2+h+1 2. Sg one rézne, wiec pochodna f’(1) nie istnieje. Zatem funkcja f

nie jest rézniczkowalna w punkcie z = 1.



