
Kognitywistyka, zadania 1, ciągi

1. Znajdź największy wyraz ciągu: a) ( nn2+9), b) (2
−n − 3 · 4−n).

2. Znajdź najmniejszy wyraz ciągu: a) ( 2n−52n−11), b) (n− 5n
−1).

3. Sprawdź, czy jest ograniczony ciąg: a) (2n
2−1
2+n2 ), b) (

1−n√
n2+1
), c) (n

3−2n
n2+1 ).

4. Zbadaj, czy jest od pewnego miejsca monotoniczny ciąg:
a) (3n+4n+2 ), b) (

n+1√
n2+7
), c) (

√
n+ 2−

√
n+ 1), d) (2

n

n ), e) (n− log n).

5. Wykaż, że dla dowolnej liczby dodatniej x ciąg ((1 + xn)
n) jest rosnący.

6. Wykaż z definicji, że: a) lim
n→∞

3n+5
2n−1 =

3
2 , b) limn→∞2

√
n = +∞. c) lim

n→∞

√
n−1√
n+1 = 1.

(a) Niech ϵ będzie dowolną liczbą dodatnią. Należy wykazać, że począwszy od pewnej
liczby n0 wszystkie liczby n spełniają nierówność |3n+52n−1 −

3
2 | < ϵ czyli nierówność

|2(3n+5)−3(2n−1)2(2n−1) | < ϵ, tzn. | 134n−2 | < ϵ. Moduł można pominąć, bo wyrażenie wewnątrz
modułu jest dodatnie niezależnie od n. Zauważmy, że 13

4n−2 < ϵ⇔ 4n− 2 > ϵ
13 czyli

n > 1
4(2 +

ϵ
13). Widzimy więc, że za n0 można przyjąć dowolną liczbę większą od

1
4(2 +

ϵ
13), np. n0 = ⌊

1
4(2 +

ϵ
13) + 1⌋.)

7. Znajdź granicę ciągu:

α) lim
n→∞

5n3−3n2+1
n3+3 = 5, β) lim

n→∞(
√
n2 + n− n) = 12 , γ) lim

n→∞(8−
1
n2 )
1/3 = 2,

δ) lim
n→∞

100n
nn = 0, ε) lim

n→∞(
3
√
n3 + 2n2 − n) = 23 , ζ) lim

n→∞
n
2 (

3
√
1 + 2n − 1) =

1
3 ,

η) lim
n→∞(

1+2+...+n
n+2 − n2 ) = −

1
2 , ϑ) lim

n→∞
3n
5+3n+1 = 0, ι) lim

n→∞
2n+3−n
2−n−3n = 0,

κ) lim
n→∞

(−1)n·6n−5n+1
5n−(−1)n+1·6n+1 =

1
6 , λ) limn→∞

loga n√
n
= 0, a > 1, µ) lim

n→∞
(2+n)100−n100−200n99

n98−10n2+1 = 19800,

ν) lim
n→∞(1−

1
3n)
n = e−1/3, ξ) lim

n→∞(
n2−3n
n2 )

2n+7 = e−6, o) lim
n→∞

3

√
n+0.25
8n+1 =

1
2 ,

π) lim
n→∞

n
√
8−1

n
√
16−1 =

3
4 , ρ) lim

n→∞
3 n
√
16−4 n

√
8+1

( n
√
2−1)2 = 6, σ) lim

n→∞
1

n(
√
n2−1−n) = −2,

τ) lim
n→∞

√
n2+1−n√
n3+1−n

√
n
= +∞, υ) lim

n→∞(
2n+3
n2 )

n = 0, ϕ) lim
n→∞

n

√
2n+5
n−0.5 = 1,

χ) lim
n→∞

n
√
3n + 2n + 1 = 3, ψ) lim

n→∞
1+ n
√
2

1+ n
√
2n
= 1, ω) lim

n→∞
n

√
2n2−5n+3
n5+1 = 1.

Rozwiązanie ξ) (n
2−3n
n2 )

2n+7 = (1 + −3n )
2n · (1 + −3n )

7 = ((1 + −3n )
−n/3)−6 · (1 + −3n )

7.
Pierwszy czynnik dąży do e−6, a drugi do 1. Zatem iloczyn ma granicę e−6.

8. Znajdź granicę ciągu lub wykaż, że ta granica nie istnieje:

α) lim
n→∞

(n3+3n) cos(nπ)
n+3n+1 , β) lim

n→∞
n10−1
1+n·1.1n , γ) lim

n→∞
n
√
3n + n · 2n, δ) lim

n→∞
n

√
n2+4n
n+5n ,

ε) lim
n→∞

(√
2n−1
2n+7

)5n
, ζ) lim
n→∞

(n+1)(n+2)(n+3)
n3 , η) lim

n→∞
(−2)n
(n+2)! , ϑ) limn→∞

1
0.3n·n! , ι) limn→∞

(n·3n+1) sinn
n!+1 ,

κ) lim
n→∞

n sinn!
n
√
n
√
n+1 , λ) lim

n→∞(1 +
1
n2 )
n, µ) lim

n→∞(1−
1
n2 )
n, ν) lim

n→∞(
2n+5
2n+3)

n,



ξ) lim
n→∞(

3n+2
3n+5)

n, o) lim
n→∞

n
√
n

n+1 , π) lim
n→∞(
√
n2 − 1−

√
n), ρ) lim

n→∞
n√

n−
√
n+1 ,

σ) lim
n→∞(1+

1
2!+...+

1
n!), τ) limn→∞(

n
√
n+(−1)n)21/n, υ) lim

n→∞(
1√
n2+1
+ 1√
n2+2
+...+ 1√

n2+n+1
),

ϕ) lim
n→∞

n
√
2−1

2n√2−1 , χ) lim
n→∞(1 +

1
n)
n2, ψ) lim

n→∞(1 +
1

n(n+2))
n, ω) lim

n→∞
1+ 12+

1
4+...+

1
2n

1+ 13+
1
9+...+

1
3n
.

Rozwiązanie σ) Skoro lim
n→∞(1+x+

x2

2! + ...+
xn

n! ) = e
x, to lim

n→∞(1+
1
2!+ ...+

1
n!) = e−1.

9. Wykaż istnienie granicy: a) lim
n→∞(1+

1
22 +

1
32 + ...+

1
n2 ), b) limn→∞(1+

1
22 +

1
33 + ...+

1
nn ).

Wsk. w a) skorzystaj z tego, że 1k2 <
1

k(k−1) =
1
k−1 −

1
k dla k > 1.

10. Wykaż, że iloczyn ciągu ograniczonego przez ciąg zbieżny do zera jest ciągiem zbież-
nym do zera.

11. W ciągu (an) podciągi (a2k) oraz (a2k+1) są zbieżne do granicy g. Wykaż, że ciąg
(an) też jest zbieżny do granicy g.

12. Podaj przykład takich ciągów (an) i (bn) zbieżnych do zera, że:
a) lim
n→∞

an
bn
= 0, b) lim

n→∞
an
bn
= 1, c) lim

n→∞
an
bn
= +∞, d) lim

n→∞
an
bn
nie istnieje.

13. Podaj przykład takich ciągów rozbieżnych (an) i (bn), że zbieżny jest ciąg:
a) (an + bn), b) (anbn), c) (anbn ).


