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. Wyrazenia, ktorych warto$¢ zalezy od dwéch zmiennych nazywamy funkcjami dwéch zmiennych. Na

przyktad f(x,y) = x+ 2y —501 g(z,y) = sin(xy?) sa funkcjami dwoch zmiennych z,y. Za dziedzine
funkcji f(z,y) dwoch zmiennych z, y uwazamy zbiér Dy tych wszystkich par liczb (z,y), dla ktérych
da sie obliczy¢ wartosé f(z,y).

. Przyktad. Niech a(z,y) = Y2 oraz b(x, y) = logy(2? + 5> —9). Dziedzing funkcji a(z, y) jest czesé

Ty
plaszczyzny lezaca na prostej x +y+ 1 = 0 1 powyzej niej za wyjatkiem punktow lezacych na osiach

uktadu wspoétrzednych. Dziedzina funkceji b(z,y) jest zbiér punktéow lezacych na zewnatrz okregu o
srodku w punkcie (0,0) i promieniu 3.

Definicja. Wykresem funkcji f(z,y) nazywamy zbiér {(z,y, f(z,y)) € R?® : (z,y) € D}, gdzie D
oznacza dziedzine funkcji f. Wykres ten mozna sobie wyobrazaé¢ jako powierzchnie unoszaca sie
nad lub pod dziedzina, ktoéra jest podzbiorem plaszczyzny. Pewng informacje o tym, jak ten wykres
wyglada, daja poziomice oraz przekroje pionowe wzdluz osi x oraz wzdtuz osi y.

Definicja. Poziomica funkeji f(z,y) odpowiadajaca wartosci ¢ nazywamy zbiér I;(c) tych wszystkich
punktéow (x,y) € Dy, w ktorych funkcja f przyjmuje warto$¢ c. Poziomice nazywa si¢ rowniez
warstwicami.

. Przyktad. Poziomica jest podzbiorem dziedziny, wiec jest zawarta w plaszczyznie, jednak patrzac

na nia z gory (tzn. z kierunku osi z), mozna ja sobie wyobrazi¢ jako Sciezke na wykresie taczaca
punkty lezace na jednej wysokosci. Patrzac na te poziomice, a takze na poziomice lezace na innych
wysokosciach, tatwiej jest wyrobi¢ sobie poglad na temat wygladu wykresu danej funkcji. Poziomice
mozna tez wyobrazaé sobie jako linie brzegowa po zalaniu wykresu woda do odpowiedniego poziomu.

Przyklad. Poziomice funkcji f(z,y) = 2? — y? odpowiadajace wartosciom —1,0, 1,2, to: hiperbola o
réwnaniu 22 —y? = —1, para prostych 2% —y? = 0 oraz hiperbole o réwnaniach z?—y? = 1,22 —y? = 2.
Przekroje ptaszczyznami x = const sa smutnymi parabolami, a przekroje ptaszczyznami y = const
sg usmiechnietymi parabolami.Ta powierzchnia ma ksztatt siodta lub przeteczy.

Przyktad. Poziomice funkcji f(z,y) = 2% + y? odpowiadajace wartoéciom —1,0, 1,2, to: zbiér pusty,
punkt (0,0), oraz okregi o réwnaniach x? 4+ y* = 1 i 22 + y? = 2. Przekroje plaszczyznami x = const
oraz y = const sa usmiechnietymi parabolami. Ta powierzchnia ma ksztatt pucharu.

Pewng informacje o wygladzie przekrojow pionowych daja pochodne czastkowe:

Definicja. Pochodng czastkowa funkcji f(z,y) w punkcie (zo,v0) € Dy ze wzgledu na zmienng z
nazywamy pochodna funkcji f(z,yo) zmiennej = w punkcie z5. Pochodna te oznaczamy symbolem
fi(xo,y0) lub symbolem 9f@ow0) - podobnie okreslamy pochodna czastkowa fy (0, y0) ze wzgledu
na zmienng y. Zamiast méwi¢ "pochodna ze wzgledu na y” mowi sie tez w skrocie ”"pochodna po
zmiennej y” lub "pochodna po y”.

Pochodne czastkowe oblicza si¢ tak samo, jak zwykle pochodne, nalezy tylko pamictac, ze liczac
pochodng po jednej zmiennej, druga zmienng traktujemy jako statg.

Przyktad. Obliczymy pochodne czastkowe funkcji f(z,y) = 2°y® — 22y* + 6 w punkcie (2, —1).
Obliczamy najpierw pochodne w dowolnym punkcie: f;(z,y) = 5z*y® — 2¢°, fi(z,y) = 32°y* — 4xy,
a nastepnie wstawiamy z = 2,y = —1 i otrzymujemy f,(2, 1) = =82, f,(2, —1) = 104.

Uwaga. Dalej bedziemy rozpatrywac tylko funkcje majace ciagte pochodne czastkowe i nie bedziemy

tego zalozenia powtarza¢ w kolejnych twierdzeniach. Odpowiada ono rézniczkowalnosci. Funkcje
opisane jednym wzorem (bez klamerki) przy pomocy funkcji elementarnych spetniaja to zatozenie.

Twierdzenie. Wzor przyblizony na warto$¢ funkeji, dla liczb x, y niewiele rézniacych sie od zg i yo:
f(x,y) = f(zo,90) + fi(w0,%0) - (v — x0) + f;(%, Yo) - (¥ — o).
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12. Przyktad. Obliczymy przyblizong warto$¢ wyrazenia v/2.112 + 3 - 1.952. Niech f(x,y) = v/2% + 3y2.
Chcemy obliczy¢ wartosé f(2.11;1.95), przyjmujemy z¢ = 2,yo = 2 i obliczamy f(xo,70) = f(2,2) =
2, fi(w,y) = (5% + 3y2) A, = L(a® + 35290 - 20, zatem f1(2,2) = 116914 = L fi(zy) =
(22 4 3y*)M*), = 1(2? + 3y*)~*/* - 6y, zatem f](2,2) = +-167%*-12 = 2. Z podanego wyzej wzoru
wynika, ze f(2.11;1.95) &~ 2+ 4 - 0.11 + £ - (=0.05) = 1.995. Kalkulator daje wynik 1.995598....

13. Definicja. Wektor grad f(zo,%0) = [f2(0;%0), f; (%0, y0)] nazywamy gradientem funkcji f(z,y) w
punkcie (zg,y0) € Dy. Jego wspéirzednymi sg pochodne czastkowe funkeji f po zmiennych = iy w
punkcie (zg, yo)-

14. Przyktad. Na rysunku obok sg przedstawione po-
ziomice funkcji f(z,y) = zy oraz jej gradient
w niektérych punktach (skrocony pieé razy dla
zwiekszenia czytelnosci rysunku). Zauwazmy, ze
kazdy z tych wektorow wskazuje kierunek najwiek-
szego wzrostu wartosci funkcji i ze jest prostopa-
dty do poziomicy przechodzacej przez dany punkt.
Wartosci funkeji na poziomicach sa zaznaczone po
bokach rysunku. Gradient w punkcie (0, 0) jest ze-
rOwYy.

15. Twierdzenie. Gradient grad f(zo,yo) funkcji f(x,y) w punkcie (z, o) ma nastepujace wtasnosci:
1. jest prostopadty do poziomicy przechodzacej przez punkt (zo, yo),
2. wskazuje kierunek najwiekszego wzrostu wartosci funkcji f,
3. jego dlugosé zalezy od nachylenia wykresu w punkcie (xg, 3o): dtugi gradient oznacza, ze wykres jest
stromy w punkcie (xg, yo), zerowy gradient oznacza, ze w punkcie (g, yo) wykres nie jest nachylony
w zadnym kierunku.

16. Definicja. Punktem stacjonarnym funkeji f(z,y) nazywamy kazdy taki punkt (zo,y0) € Dy, ze
grad f(zg,y0) = [0,0], tzn. taki punkt, w ktérym obie pochodne czastkowe funkcji f sa rowne 0.
Mozna go sobie wyobrazi¢ w sposéb nastepujacy: jesli na wykresie w tym punkcie potozymy pitke,
to sie ona nie stoczy, bo wykres nie jest nachylony w zadnym kierunku. Dla funkcji f(z,y) = zy
punktem stacjonarnym jest (0,0).

17. Definicja. Oprocz pochodnych czastkowych stosuje sa czasem takze pochodne czastkowe pochodnych
czastkowych, czyli tzw. pochodne czastkowe drugiego rzedu. Funkcja dwoch zmiennych f(x,y) ma
catery takie pochodne: 7, (2, y) = (£1)(x, 9), £2,(2,9) = (£ (2, 9), £, ) = (£, ), 11 (2,) =
(f;), (%, y). Wiadomo, ze jesli te pochodne drugiego rzedu sa funkcjami ciggtymi dwoch zmiennych,
to zachodzi réwnos¢ fy (v,y) = f,.(,y). Pochodne drugiego rzedu czesto zapisujemy w postaci
macierzy (tzw. macierzy Hessego)

" "

e = (falon G ).

v (T y) S ()

W wielu zastosowaniach matematyki bardzo istotne jest znajdowanie ekstremow lokalnych funkcji
dwdch zmiennych.

18. Definicja. Funkcja f(z,y) ma w punkcie (z9,y0) € Dy maksimum lokalne wtedy i tylko wtedy, gdy
jej warto$¢ f(xo,yo) jest wieksza lub réwna od wartosci we wszystkich punktach lezacych w poblizu
punktu (o, yo). Podobnie, funkcja f(x,y) ma w punkcie (29, yo) € Dy minimum lokalne wtedy i tylko
wtedy, gdy jej wartosé f(xo, yo) jest mniejsza lub réwna od wartosci we wszystkich punktach lezacych
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w poblizu punktu (zg,y0). Obie te sytuacje mozemy sobie wyobrazi¢, jako gérke lub odpowiednio
dotek na wykresie. Méwimy, ze funkcja f(z,y) ma w punkcie (xg, yo) € D ekstremum lokalne wtedy
i tylko wtedy, gdy ma w tym punkcie maksimum lokalne lub minimum lokalne.

Uwaga. Jesli funkcja f ma w punkcie (xg, ) ekstremum lokalne, to ten punkt jest punktem stacjo-
narnym.

Ekstrema lokalne funkcji f(x,y) znajdujemy w nastepujacy sposob.

1. Obliczamy pochodne czastkowe funkeji f(x,y).

2. Znajdujemy punkty stacjonarne P, = (x1,41), Py = (22, y2), ... funkcji f(z,y).

3. Dla kazdego z punktéw stacjonarnych P; obliczamy wyznacznik H(z;,y;) (tzw. hesjan) macierzy
pochodnych czastkowych drugiego rzedu w tym punkcie.

3a. Jesli H(x;,y;) < 0, to P; jest tzw. punktem siodtowym i funkcja f nie ma w nim ekstremum
lokalnego.

3b. Jesli H(x;,y;) > 0, to funkcja f ma w punkcie P; ekstremum lokalne:

jest to minimum lokalne, jesli f” (z;,v;) > 0,

a jest to maksimum lokalne, jesli f7 (x;,vy;) < 0.

Przyklad. Znajdziemy ekstrema lokalne funkcji f(z,y) = x3 + y* + 22y — 21. Zaczynamy od obli-
czenia pochodnych czastkowych pierwszego rzedu: fi(x,y) = 32 + 2y, f,(x,y) = 2y + 2x. Punkty

stacjonarne znajdujemy rozwiazujac uktad réwnan: 32% 42y =0 — 32% +2y =0 —=
) JEHJEHY Tomviazta W 2y 20 =0 2y = 2z
31’2 —2x =0 2 2 . .
P < (r=0,y=0)lub (x = 35,y = —3). Mamy wigc dwa punkty stacjonarne:
P, =(0,0) oraz P, = (%, —%) Obliczamy pochodne czastkowe drugiego rzedu i ustawiamy je w ma-
cierz: f"(z,y) = ( 6; ; ) Poniewaz H(0,0) = g ; ‘ = —4 < 0, to P, jest punktem siodtowym
i funkcja f nie ma w nim ekstremum lokalnego. Widzimy, ze H(%,—32) = ;L ; ‘ =4 > 0, wiec

2 2

funkcja f ma w punkcie P, = (57—5

minimum lokalne.

) ekstremum lokalne. Poniewaz [/ (2, —2) = 4 > 0, jest to
Rozpatrzmy teraz funkcje dwoch zmiennych f(x,y) okredlong na zbiorze D C R? oraz krzywa G
opisang w D rownaniem g(z,y) = 0. Funkcja f jest okreslona na zbiorze D, ale nas beda interesowaé
tylko jej wartosci w punktach krzywej G. Oméwimy metode Lagrange’a znajdowania ekstremdow
lokalnych funkcji f na krzywej G.

Definicja. Funkcja f ma na krzywej G w punkcie P € G maksimum lokalne wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieje taka liczba dodatnia r, ze f(z,y) < f(P) dla wszystkich punktéw (z,y) lezacych na G
w odleglosci mniejszej niz r od punktu P. Analogicznie okresla sie¢ mimimum lokalne.

Twierdzenie. Jesli funkcja f(z,y) ma na krzywej G w punkcie (zg,y0) € G ekstremum lokalne oraz
grad g(zo,y0) # 0, to istnieje taka liczba A € R, ze grad f(xo, y0) = Agrad g(zo, yo). Punkty krzywej
G spetiajace ten warunek nazywaja si¢ punktami stacjonarnymi.

(Jesli gradient funkcji f(x,y) w jakim$ punkcie krzywej G jest réwolegly do tej krzywej, to funkcja f
rosnie (lub maleje), gdy posuwamy sie po krzywej w kierunku tego wektora. Podobnie dzieje sie, jesli
wektor grad f(x,y) ma kierunek ukosny w stosunku do krzywej G. Zatem w takich punktach funkcja
f nie moze mieé¢ ekstremum lokalnego na G. Pozostaja wiec punkty, w ktérych grad f(zx,y) jest
prostopadly do krzywej G. Zwréémy uwage na to, ze krzywa G opisana réwnaniem g(z,y) = 0 jest
poziomica funkcji g(x,y). Z tego wynika, ze w kazdym punkcie krzywej G jest do niej prostopadty
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wektor grad g(z,y). Widaé wiec, ze jedli funkcja f ma ekstremum lokalne na G w punkcie (x,y),
to wektory grad f(z,y) i grad g(x,y) sa réwnolegle, a wiec grad f(z,y) = Agrad g(x,y) dla pewnej
liczby A.)

Uwaga. Powyzszy warunek jest konieczny, ale nie wystarczajacy, tzn. réwnos¢ grad f(xo, yo) =
= Agrad g(zo, yo) nie gwarantuje tego, ze funkcja f(z,y) ma ekstremum lokalne w punkcie (zg, o).

Definicja. W sytuacji jak wyzej, niech L(\, z,y) = f(x,y) — Ag(z,y). Jest to tzw. funkcja Lagrange’a.

0 g g
Wyznacznik H(\, z,y) = | g, Ly, Ly, | nazywa si¢ hesjanem, a liczba A mnoznikiem Lagrange’a.
i L 1

Zauwazmy, ze Li(\, x,y) = fi(z,y) — Agy(x,y), L,(A, z,y) = fi(z,y) — Agy(z,y), L = g(z,y).
Twierdzenie. (Warunek wystarczajacy istnienia ekstremum lokalnego. ) Niech punkt (z, yo) lezy na
krzywej G oraz grad L(\, zg,yo) = 0. Jesli H (A, xg,yo) > 0, to funkcja f ma na G maksimum lokalne
w punkcie (xg,yo). Jesli H (A, o, y0) < 0, to funkcja f ma na G minimum lokalne w punkcie (g, 4o).
Uwaga. Jezeli H(\, zo,y0) = 0, to funkcja f moze zaréwno mie¢ jak i nie mie¢ ekstremum lokalnego
w punkcie (g, yo)-

Przyklad. Znajdziemy ekstrema lokalne funkcji f(z,y) = zy na elipsie G = {(z,y) : 42 + y* = 8}.
Wyznaczamy funkcje Lagrange’a L(A, z,y) = xy — M(42? + y? — 8). Punkty stacjonarne znajdujemy

fé(l’,y)—)\gl.’ﬂ(l',y) :07 y—8/\x:0,
z réwnania grad L(\, z,y) = 0 czyli z uktadu { f;(z,y) — Ag'y(z,y) =0, tzn. ¢ x—2\y =0,
g(x,y) =0, 4a* + y? = 8.

Uktad ten spelniajg nastepujace trojki liczb (A, z,y):

th = (1,1,2),t5 = (=1, -1,2),t0 = (1, -1,-2),tp = ey
(-3, 1,—2) Zatem  punktami stacjonarnymi  sg C=(_1:_2)
A= (1,2),B = (-1,2),C = (-1,-2),D = (1,-2). D=(1.-2)
0 8z 2y
Znajdujemy hesjan H(\, z,y) = |8 —8\ 1 i
2y 1 =2)

obliczamy jego warto$¢ dla kazdej znalezionej trojki.
Poniewaz H(i, 1,2) = H(%, —1,-2) = 128 > 0 oraz
H(-1,-1,2) = H(-1,2,-2) = =128 < 0, to f ma mak-
sima lokalne w punktach A = (1,2) oraz C' = (-1, —2),
a minima lokalne w punktach B = (—1,2)i C' = (1, —-2).

Przyklad. Sprobujemy sprawdzié, czy funkcja f(x,y) = y ma ekstremum lokalne na krzywej G =
{(z,y) : y — 2* = 0} w jej punkcie P = (0,0). Wyznaczamy funkcje Lagrange’a L(\, z,y) =
y— Ay —x?). Sprawdzamy, ze P jest punktem stacjonarnym i znajdujemy odpowiadajaca mu wartosé

0 —322 1 0 01
= 1. Znajdujemy hesjan H(\,xz,y) = | =3z 6 z 0 |,H(1,0,0) = |0 0 0 |. Widzimy, ze
1 0 0 1 0 3

H(1,1,0) = 0. Zatem przy pomocy poznanego twierdzenia nie da sie stwierdzi¢, czy funkcja f ma
na G w punkcie (1,1) ekstremum lokalne. Proponuje naszkicowaé poziomice funkcji f oraz krzywa
G i odezyta¢ odpowiedz z uzyskanego szkicu.



