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Na tym wyktadzie zajmowaé sie bedziemy przeksztalceniami liniowymi f: V' — V (z przestrzeni V
w te samg przestrzen V). Nazywaja sie one endomorfizmami przestrzeni V.

Rozpatrujac endomorfizm f : V — V zwykle wybieramy te sama baze w obu przestrzeniach V.

Definicja. Niech A oznacza baze przestrzeni liniowej V. Macierza endomorfizmu f : V — V w bazie
A nazywamy macierz M (f) := M(f)4. Inaczej méwiac, zamiast M(f)4 bedziemy pisa¢ po prostu

M(f)a-

Twierdzenie. Niech f : V — V oznacza endomorfizm przestrzeni liniowej V' i niech A oraz B
oznaczaja dwie bazy przestrzeni V. Wtedy M (f)p = M(id)§ - M(f)a - (M(id)5)~.

Dowdd wynika z Wnioskéw 23 1 24 z wyktadu 11.

Wektor v € V' i jego obraz f(v) przy endomorfizmie f : V' — V naleza do tej samej przestrzeni i
moze sie zdarzy¢, ze maja ten sam kierunek (tzn. sa proporcjonalne).

Przykltad. Niech f(z,y) = (z + 2y, 3z + 2y). Macierz f w bazie standardowej jest réwna M (f)gt =
1 2
3 2

. Postaramy si¢ wyobrazié sobie, jak f przeksztalca ptaszczyzne R2. Bedzie to znacznie la-

twiejsze, gdy zauwazymy, ze macierz f w bazie W : (2,3), (1, —1), jest réwna M (f)w = 3 _01 )

(tak jest, bo f(2,3) = (8,12) = 4(2,3) oraz f(1,—1) = (—1,1) = —(1,—1)). Oznacza to ze prze-
ksztalcenie f rozciaga cztery razy wektory o kierunku (2,3) i odwraca (zamienia na przeciwne)
wektory o kierunku (1, —1).

Uwaga. Macierz endomorfizmu f : V — V w bazie B : wy,...,w, jest diagonalna wtedy i tylko
wtedy, gdy obraz kazdego z wektorow tej bazy przy f jest do niego proporcjonalny, doktadniej:
M(f)p = D(ay, ... an) <= f(w1) = aqwy, ..., f(wn) = anwn.

Nasuwajg sie pytania, czy dla kazdego endomorfizmu f istnieje taka baza W, w ktorej macierz jest
diagonalna oraz jak (jesli istnieje) znalezé taka baze W.

. Definicja. Niech f oznacza dowolny endomorfizm przestrzeni V. Liczba \ nazywa sie wartoscig wtasng

endomorfizmu f wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taki niezerowy wektor v € V', ze f(v) = \w.

Definicja. Niech f oznacza dowolny endomorfizm przestrzeni V. Niezerowy wektor v € V nazywa
sie wektorem wlasnym endomorfizmu f wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taka liczba A € R, ze

f(v) = Av.

Przyktad. Wektory (2, 3), (1, —1) sa wektorami wtasnymi endomorfizmu z Przykladu 4. Pierwszemu
z nich odpowiada wartos¢ wtasna 4, a drugiemu warto$¢ wtasna —1.

. Twierdzenie. Macierz endomorfizmu f : V — V w bazie B jest diagonalna wtedy i tylko wtedy, gdy

wszystkie wektory bazy B sa wektorami wlasnymi endomorfizmu f.

Uwaga. Wartosciami wlasnymi macierzy kwadratowej A € M (nxn) nazywamy wartosci wtasne prze-
ksztalcenia f(v) = Av, a wektorami wlasnymi macierzy A nazywamy wektory wtasne przeksztalcenia
f(v) = Av.

3 10 3 10 1
Przyktad. Wektor (1,2, 5) jest wektorem wlasnym macierzy [ —2 1 2 [,bo| —2 1 2 2 | =
1 2 4 1 2 4 5
5 1
10 | =5 2 |. Odpowiada mu wartos¢ wtasna 5.

25 5
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Twierdzenie. Liczba A jest wartodcia wlasna macierzy A wtedy i tylko wtedy, gdy det(A — \I,,) = 0.
Wielomian char(z) = det(A — x1,,) nazywa sie wielomianem charakterystycznym macierzy A.

Dowdd. Liczba A jest wartoscig wlasng macierzy A wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taki wektor
v #0,ze (A—Al)v = 0, to oznacza, ze jednorodny uklad réwnan o macierzy wspélezynnikow A — A1
ma niezerowe rozwiazanie, a to z kolei jest rownowazne z warunkiem r(A—\/) < n, czyli z warunkiem

det(A — ) =0.

Przyktad. Warto$ciami wlasnymi macierzy trojkatnej sa wyrazy przekatnej glownej (bo wyznacznik
macierzy tréjkatnej jest réwny iloczynowi wyrazéw z przekatnej).

Whniosek. Aby znalez¢é wektory wtasne macierzy A, postepujemy tak:

1. znajdujemy wielomian charakterystyczny char(z) = det(A — x1),

2. znajdujemy wartosci wlasne, tzn. rozwigzujemy réwnanie det(A — xI) = 0.

3. dla kazdej wartosci wlasnej A rozwiazujemy réwnanie macierzowe Av = \;v lub réwnowazne z
nim réwnanie (A — \;I)v = 0. Zbiér rozwiazan tego réwnania oznaczamy symbolem V) i nazywamy
przestrzenig wlasng odpowiadajaca wartosci wtasnej A. Nastepnie odrzucamy z V), wektor zerowy —
otrzymujemy w ten sposob zbior wektorow wtasnych odpowiadajacych tej wartosci whasnej.

. .. : . . . . 4 2
Przyktad. Znajdziemy wartosci wtasne i odpowiadajace im wektory wtasne macierzy A = 11
(czyli warto$ci whasne i wektory wlasne przeksztalcenia f(z,y) = (4= + 2y, —x + y)). Wielomian
4 — 2
charakterystyczny jest réwny char(z) = det _1x 1—a )= 2> —br+6=

(x — 2)(z — 3). Wartosci wlasne, czyli pierwiastki wielomianu charakterystycznego, sa zatem réwne
A1 = 2 oraz Ay = 3. Dla kazdej z tych wartosci znajdziemy odpowiadajace jej wektory wtasne.
[. Ay = 2. Wektor v jest wektorem wlasnym odpowiadajacym A; wtedy i tylko wtedy, gdy Av = 20,

czyli(A—2[2)U:0,tzn.<_21 _21)<§>:<8>,tzn.v:<_tt>:t<_11),t;ﬁO.

IT. \; = 3. Wektor v jest wektorem wlasnym odpowiadajacym Ay wtedy i tylko wtedy, gdy Av = 3v,

czyli(A—S[z)v:O,tzn.<_11 _22)<z>:<8>,tzn.v:<itt>:t<_21),t;éO.

Twierdzenie. a) Jesli wektory wtasne wy, ..., wy macierzy A odpowiadaja réznym wartosciom wlasnym
A1, ..., A macierzy A, to sa liniowo niezalezne. b) Jesli A, y, ...,w oznaczaja rézne wartosci wlasne
macierzy A, to ustawiajac po kolei wektory baz przestrzeni wtasnych Vy,V,,...,V, otrzymujemy
uktad liniowo niezalezny.

Twierdzenie. Endomorfizm f : V' — V ma w pewnej bazie macierz diagonalna wtedy i tylko wtedy,
gdy suma wymiarow przestrzeni wlasnych jest rowna wymiarowi przestrzeni V.

Uwaga. Nie dla kazdego przeksztatcenia f : R" — R" istnieje baza ztozona z wektorow wlasnych.

. 1 : . ,
Przyktad. Macierz ( _01 0 ) (macierz obrotu o kat prosty) nie ma wcale wektoréw wtasnych, bo
S . — 1 . L ,
jej wielomian charakterystyczny char(z) = ’ _T . | = 22 + 1 nie ma pierwiastkow.

Przyktad. Przeksztalcenie f: R? — R? jest zadane wzorem f(x1,22) = (21 + To, 72). Jego macierza

(1) 1 , a wielomianem charakterystycznym char(z) = det L 6 o 1 i .= (1—2)%

Wielomian ten ma tylko jeden pierwiastek (czyli warto$¢ wlasna) A = 1. Wektory wtasne odpowia-

jest A =

00 Y

1
dajace tej wartosci wlasnej, to rozwiazania réwnania (A —I)v = 0, czyli rbwnania ( > ( y ) -
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< 8 >, czyli wektory postaci (t,0). Nie rozpinaja one calej przestrzeni R?, wiec nie uda si¢ z nich
wybraé¢ bazy (jest jedna przestrzen wlasna, ale jej wymiar jest mniejszy od wymiaru przestrzeni R?).
7, drugiej strony, jest tez cala klasa macierzy majacych duzo wektoréw wlasnych:

Twierdzenie. Jesli macierz A € M(n x n) jest macierza symetryczng (tzn. AT = A), to istnieje baza
przestrzeni R"™ ztozona z wektoréw wtasnych macierzy A.

Definicja. Macierz kwadratowa A nazywa sie diagonalizowalna wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taka
macierz kwadratowa C, ze A = CDC™! dla pewnej macierzy diagonalnej D.

Twierdzenie. Macierz kwadratowa A stopnia n jest diagonalizowalna wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
baza przestrzeni R" ztozona z wektoréw wlasnych macierzy A.

Whiosek. Dla macierzy diagonalizowalnej A mozemy w prosty sposob obliczy¢ jej n—ta potege:
A" = (CDC™YH(CDC™Y)..(CDC™Y) =CD(CtC)D(C~L...C)DC~! = CD"C~1.

4 2
-1 1
(2, —1) wybrana pare wektoréw wlasnych, po jednym od kazdej wartosci wtasnej. Wektory wy, wq sa

liniowo niezalezne, wiec tworzg baze R?, oznaczmy ja W. Z definicji macierzy przeksztalcenia wynika,

2.0 > oraz ze C:= M (id)St =

Przyktad 15, cd. Obliczymy n—ta potege macierzy A = . Oznaczmy przez wy = (1, —1), ws

ze macierz M (f)w przeksztatcenia f w bazie W jest réwna D := 0 3

1 2
-1 -1
CDC~!. Teraz mozemy tatwo obliczy¢ wzér na n—tg potege macierzy A: A® = CD"C~! =

(12 0 —1 -2\ [ —2"42.30 —ontlqpo.3n
I N | 0 3" 11 ) 2m—an gntl _gn )

Przyktad. W roku 1202 wtoski matematyk Leonardo Fibonacci wydal ksigzke pod tytutem Liber
Abaci, w ktérej przedstawil takie oto zadanie. Kroliki rozmnazaja sie w sposdb nastepujacy: para
mtodych ($wiezo urodzonych) krélikéw po miesigcu dojrzewa, a po kazdym nastepnym wydaje na
Swiat pare mtodych krolikéw. Oblicz liczbe par dojrzatych krélikow po n miesiacach od dzisiaj,
jesli za miesigc dostaniemy do hodowli jedng pare mlodych krélikow. Mowilismy o tym zadaniu
na zajeciach o macierzach. Teraz jesteSmy gotowi, aby je rozwigzac¢. Niech F), oznacza liczbe par
krolikéw po n miesiacach. Wtedy Fy = 0,F; = 1 oraz F,,.o = F, + F,4+1 dla n € IN. Mozna

. Z Twierdzenia 3 wynika réwnos¢ A = M(f)g% = M@GEASE - M(f)w - (M@GEA)FH =

. s . . . . 0 1 . . . anl Fn
zauwazy¢, ze ciag ten jest zwigzany z macierzg A = , mianowicie, A™ =
11 Fn Fn+1

(réwnosé te mozna udowodni¢ przez indukeje). Jesli wyznaczymy wzér jawny na A", to dostaniemy
z niego wzor jawny na n—ty wyraz ciggu Fibonacciego. Wielomian charakterystyczny macierzy jest
rowny char(z) = —2(l —2) —1 =22 —2 -1 = (z — \)(x — p), gdzie X = 1_2‘/5,,u = 1+2\/5,
zatem warto$ciami wlasnymi sa liczby A, u. Wektory wlasne odpowiadajace wartosci wtasnej A\ sg
postaci t(1,\), ¢ # 0, wybieramy z nich wektor w; = (1, \). Wektory wtasne odpowiadajace wartosci

wlasnej u sa postaci t(1,u),t # 0, wybieramy z nich wektor wy = (1, ). Uktad wektoréw wy, wsy

jest bazg R2 Oznaczmy te baze symbolem W i niech C = M(id)$! = }\ ; ) Wtedy A =
_ 11 A0 I . . .
. | . -
C - D\ p)C ( A > ( 0 4 ) 7 ( N1 > Zatem, jak w poprzednim przyktadzie,

n __ 1 1 A0 1 7 —1 o Mn—l_)\n—l ,un_)\n '
A —<)\ 'u>.<0 ,u")'\/g(—)\ i )—\/5< P s N . Wynika stad,

ze I, = %(,u” — ") dlan > 0. Zatem wzér jawny ma postaé F,, = %[(HQ*/E)” - (1_2\/5)”] dlan > 0.




