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10.

. Przypomnijmy, ze baza przestrzeni liniowej V' nazywamy dowolny taki uktad wektoréw vy, ..., v €

V', ze kazdy wektor w € V mozna jednoznacznie zapisa¢ w postaci kombinacji liniowej wektorow
V1yeeey Vg

. Definicja. Niech A : vq,...,v; oznacza baze przestrzeni liniowej V' i niech v € V oznacza dowolny

wektor. Wspoétezynniki aq, ..., a; kombinacji liniowej v = ajvy + ... +axvr nazywaja si¢ wspotrzednymi
wektora v w bazie A. Liczby te jednoznacznie wyznaczajg wektor v. Kolumne wspotrzadnych wektora
ai
asz
v w bazie A oznaczaé¢ bedziemy symbolem v 4, tzn. vy =

Qg

Szczegdlnie prosto wyglada kolumna wspotrzednych wektora przestrzeni R w bazie standardowej:

Przyktad. Kazdy wektor v = (x4, ..., x,) € R™ mozna zapisa¢ w postaci (z1, xs, ..., z,) = £1(1,0,...,0)+
T
X2

29(0,1,0,...,0) + ... + £,(0,0, ..., 0, 1), wiec vg = : = vT. Na ogdt wektory przestrzeni R" za-

Tn
pisujemy jako wiersze, mamy wtedy wzor vy = v!, a gdybyémy zapisywali je jako kolumny, to
mielibySmy wzor vy = v.

. Zwréémy uwage na podobiefistwo k-wymiarowej przestrzeni V z wybrana baza do przestrzeni RF.

Jesli zamiast wektoréw widzimy ich kolumny wspétrzednych, to réznicy nie widac.

Teraz zajmiemy si¢ przeksztatceniami miedzy przestrzeniami liniowymi.

Definicja. Niech V' i W oznaczajg przestrzenie liniowe nad R. Funkcja f : V — W nazywa sie
przeksztalceniem liniowym (nad R) wtedy i tylko wtedy, gdy spetnia dwa warunki: f(v+w) = f(v)+
f(w) (zachowywanie sumy), f(av) = af(v) (zachowywanie iloczynu przez skalar) dla wszystkich
v,w €V oraz a € R. Powyzsze dwa warunki mozna zastapi¢ jednym f(av + bw) = af(v) + bf(w) i
nazwaé zachowywaniem kombinacji liniowych.

Przyktadami przeksztatcen liniowych sa m.in.: a) przeksztalcenie zerowe f : V. — W okreslone
wzorem f(v) = 0 dla kazdego v € V', b) przksztalcenie identycznosciowe i : V' — V okreslone wzorem
i(v) = v dla kazdego v € V, ¢) obr6t plaszezyzny R? o wybrany kat o wokoét 0, d) przeksztalcenie
[ : R? — R? okredlone wzorem f(z,y) = (y, ).

Przyktad. Przeksztalcenie f : R[z] — Rlx] okreSlone wzorem f(w) = w’ dla w € R|z] jest prze-
ksztalceniem liniowym. Przeksztalcenie g : R[z] — R[z] okreslone wzorem g(w) = w? dla w € R]x]
nie jest przeksztalceniem liniowym, bo np. ¢(2r) = 422 # 222 = 2g(x).

Przyklad. Przeksztalcenie f : R[z]s — R? okreslone wzorem f(w) = (w(0),w(1)) dla w € R[x]3 jest
przeksztalceniem liniowym.

Definicja. Niech f : V' — W oznacza przeksztatcenie liniowe z przestrzeni V' w przestrzen W. Jadrem
przeksztalcenia f nazywamy zbiér ker f = {v € V' : f(v) = 0}. Obrazem przeksztalcenia f nazywamy
zbior wartosci f, czyli zbiér imf = {f(v) :v € V}}.

Uwaga. Rozpatrzmy dowolng baze vy, ..., v, przestrzeni V oraz przeksztatcenie liniowe f : V — W
w przestrzen W. Poniewaz kazdy wektor v przestrzeni V' jest kombinacjg liniowa wektorow bazy:
v = aiv1 + agvy + ... + apvg, a przeksztalcenie liniowe zachowuje kombinacje liniowe wektorow, to
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f(v) = a1 f(vy) + aof(va) + ... + apf(vg). Zatem obraz imf przeksztalcenia f jest podprzestrzenia
liniowa przestrzeni W rozpieta na obrazach wektoréw bazy przestrzeni V.

Uwaga. Jadro ker f przeksztalcenia f tez jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni V (éwiczenie).

Twierdzenie. Dla dowolnego przeksztatcenia liniowego f : V' — W zachodzi rownosé:
dimV = dimker f + dimimf.

Przyktad. Rozpatrzmy przeksztalcenie liniowe f : R? — R* okreslone wzorem
f(z1, 29, 23) = (221 — xg + 23,379 + 33,27 + 4x9 + Sx3, 21 + 229 + 323). Jadro f jest zbiorem

2 -1 1

L . . . . . 0o 3 3
rozwiazan réwnania f(v) = 0, lub w postaci macierzowej Av = 0, gdzie A = 1 4 5 | Z

1 2 3

twierdzenia Kroneckera Capelli’ego wynika, ze wymiar jadra, czyli liczba parametréw potrzebnych
do opisu rozwiazan, jest réwny dim V' —r(A). Z kolei dimimf jest wymiarem przestrzeni rozpietej na
kolumnach macierzy A, czyli jest réwny r(A). Widzimy wiec, ze spelniona jest réwnos¢ z twierdzenia.

Przyjrzyjmy sie najpierw przeksztalceniom liniowym z R™ w R™.

Przyklad. Sprobujmy znalezé przeksztaltcenie liniowe f : R? — R3?, przy ktorym f(1,0) = (2,4, —5),
f(0,1) = (7,3,1). Zauwazmy, ze z podanych warunkéw wynika, ze f(z,y) = f(z(1,0) +y(0,1)) =
zf(1,0) + yf(0,1) = x(2,4,-5) + y(7,3,1) = (22 + Ty, 4x + 3y, —dx + y). Jesli wektory zapi-

2 7
szemy w kolumnach, to powyzszy wzoér przyjmuje postaé f ( g ) = 4 3 < g > Zatem f
-5 1
jest po prostu mnozeniem wektora przez macierz, w ktorej kolumnach stojg obrazy wektorow bazy
standardowej przy f. Z wlasnosci dziatlan na macierzach wynika, ze otrzymane przeksztatcenie jest
przeksztalceniem liniowym.

Twierdzenie. Niech f : R™ — R™ oznacza dowolne przeksztalcenie liniowe. Wtedy f jest postaci
f(v) = Av, gdzie macierz A € M(m x n) ma jako swoje kolumny wektory f(e1),..., f(en). (Tu
wektory przestrzeni R™ i R™ traktujemy jako kolumny)

6
Yy Slng COSE Yy 3 5 Yy %_i_ y?

Zajmijmy sie teraz przeksztatceniami liniowymi miedzy dowolnymi przestrzeniami liniowymi.

Przyklad. Obrét f : R? — R? plaszczyzny o kat Z wok6l punkitu (0,0) mozna zapisaé w postaci
y
2

S

Przyktad. Niech uktad A : vy, v9, v3 oznacza wybrang baze przestrzeni liniowej V', a uktad B : wq, ws
oznacza wybrang baze przestrzeni liniowej W. Sprobujmy znalez¢ przeksztatcenie liniowe f : V. — W
przy ktorym f(vi) = 3wy — we, f(va) = wy, f(vs) = —wy — 2wy. Zapiszmy dowolny wektor v € V
jako v = zv; + yve + zvs. Z podanych warunkéw wynika, ze wtedy f(v) = f(zv; + yvg + zv3) =
zf(vr) +yf(v2) + 2f(v3) = 3wy — wa) + ywy + z(—wy — 2wy) = 3z +y — 2)wy + (—x — 22)ws).

3 1 -1
Zatem f(v)p = 10 -2
kolumne wspotrzednych wektora v w bazie A z lewej strony przez macierz, w ktorej kolumnach stoja
wspolrzedne obrazéw wektorow bazy A przy f w bazie B.

v4. Zatem kolumne wspotrzednych wektora f(v) znajdujemy mnozac

Definicja macierzy przeksztatcenia liniowego w bazaach. Jesli A : vy, ..., v, jest baza przestrzeni linio-
wej V., B 1wy, ..., w,, bazg przestrzeni W, a f : V — W przeksztalceniem liniowym, to macierzg prze-
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a1q a2 ... Qip
ksztalceni bazach A, B jerz M(f)8 = | 0 92 o @ s =
sztalcenia f w bazach A, B nazywamy macierz M (f)5; = , gdzie f(vy) =
Am1 Am2 ... Amn

a1 W1 +a2Wo+ ..+ U1 Wi, f(V2) = Q12w +aAo2Wa+ ..+ Wi ooy f(Un) = A1nW01 + 020 Wt QWi
W kolejnych kolumnach tej macierzy stoja wspotrzedne w bazie B obrazéw kolejnych wektoréw bazy
A przy przeksztalceniu f (w i—tej kolumnie stoja wspétrzedne wektora f(v;) w bazie B).

Przyklad. Przeksztalcenie f : R® — R? okreslone jest wzorem f(z,y,2) = (2x —y + 2,2 — 22).
Jego macierz w bazach standardowych jest réwna M (f)5 = ? _01 _12 . Macierz w bazach A :

vy = (0,1,1),v9 = (1,0,1),v3 = (2,5,1) przestrzeni R® i B : w; = (1,1),wy = (0,1) przestrzeni R?
obliczamy z definicji: f(vy) = (0,—2) = 0(1,1)—2(0, 1), zatem pierwsza kolumna jest réwna ( _02 >

Podobnie, f(ve) = (3,—1) = 3(1,1) — 4(0,1), zatem druga kolumna jest réwna _34 0 flvg) =

(0,0) = 0(1,1)+0(0, 1), zatem trzecia kolumna jest réwna ( 8 ) Zatem M(f)E = ( _02 _34 8 )
Twierdzenie (druga charakteryzacja macierzy przeksztalcenia w bazach). Dla dowolnego wektora
v € V zachodzi réwnosé¢ f(v)g = M(f)5 - va.

Dowdd zostawiam jako ¢wiczenie w dwoch krokach: 1. sprawdzenie réwnosci dla wktoréw bazy A; 2.
wykazanie, ze jesli rownos¢ zachodzi dla wektorow bazy A, to zachodzi dla ich kombinacji liniowych.
Twierdzenie to daje nows charakteryzacje macierzy przeksztatcenia: jest to ta macierz, przez ktora
nalezy pomnozy¢ kolumne wspoétrzednych wektora v w bazie A, zeby dostaé¢ kolumne wspotrzednych
wektora f(v) w bazie B. Innymi stowy, jesli wektory w przestrzeniach V, W utozsamimy z kolumnami
ich wspotrzednych w bazach A przestrzeni V' i B przestrzeni W, to przeksztatcenie liniowe f : V — W
polega na mnozeniu wektora przez macierz M (f)5.

Przyktad. Rozpatrzmy przeksztatcenie id : V' — V dowolnej przestrzeni liniowej V' w siebie, okreslone
wzorem f(v) = v oraz dwie bazy A i B przestrzeni R". Wtedy vp = M (id)§v4. Wzér ten pozwala
znajdowaé wspohrzedne wektoréw w bazie B, gdy znamy ich wspotrzedne w bazie A.

Okazuje sie, ze zlozeniu przeksztatcen odpowiada iloczyn macierzy. Doktadniej:

Twierdzenie. Jedli dane sa przestrzenie liniowe: V' z baza A, W z baza B i Z z baza C oraz prze-
ksztatcenia liniowe f: V — W oraz g : W — Z, to zachodzi réwnosé M(go f)§ = M(9)% - M(f)5.

Whiosek. Jesli A jest baza V', B baza W, a przeksztalcenie f : V — W posiada przeksztatcenie
odwrotne f~% to f~to f = id, wiec M(f~1)4-M(f)5 = M(id)4 = I, zatem M(f 1) = (M(f)%)~*.

Whiosek. Jesli A, C' sg bazami przestrzeni liniowej V', B, D sg bazami przestrzeni liniowej W, a
f:V — W jest przeksztatceniem liniowym, to M(f)8 = M(id)E - M(f)5 - M(id)2.

Dla przeksztalcenia f : R® — R? z Przykladu 19 okre$lonego wzorem f(x,y,z) = (22 —y+ 2, —22)

oraz baz A : vy = (0,1,1),v9 = (1,0,1),v3 = (2,5,1) przestrzeni R* i B : w1 = (1 1), w2: (0,1)
przestrzeni R?* mamy M(f)ﬁ’:]\4(id)é‘[§-]\4(f)st M(ld) = (M@GEd)$) - M(f)st- M(id)s =
_(10)‘1.(2_1 1)_ v _(1 o)_(z_l 1) g’ég
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