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1. Definicja. Niech A oznacza macierz kwadratowa stopnia n. Wyznacznikiem macierzy A nazywamy
liczbe det(A) = | A| okreslona w sposéb nastepujacy:
1. Jeslin=1,A = (an1), to det(A) = ay;.
2. Jedli n > 2, to det(A) = ay det(Ayy) — apdet(Ayn) + a3 det(Az) — ... + (=1)"ay, det(Ay,) =

n

Z(—l)lﬂ ay; det(Ay;), gdzie Ay; oznacza macierz powstaly z macierzy A przez skreslenie pierwszego
j=1

wiersza i j—ej kolumny.
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2. Przyktad. det = = — .
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3. Przyktad. | d e f |=aei+bfg+ cdh — gec — dbi —ahf.
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4. Metoda Sarrusa obliczania wyznacznika macierzy stopnia 3. Powyzszy przyktad mozna zapamiegtac
w sposOb nastepujacy: do A dopisujemy z prawej strony jej pierwsza i drugg kolumne, a nastepnie
obliczamy sume iloczynéow wyrazow na opadajacych liniach i odejmujemy sume iloczynéw wyrazow
na liniach wznoszacych si¢. Zamiast dopisywac¢ kolumny, mozna dopisa¢ dwa pierwsze wiersze u dotu.

=2.6-44+5-0-3+3-1-1-3-6-3-1-0-2—4-1-5 = —23.
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5. Przyktad. =116
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6. Przyklad. det(D(ay, a9, ...,an)) = ay - ag - ... - an, W szczegblnosei det(1,,) = 1.

7. Twierdzenie. Wtasnosci wyznacznika. Dla dowolnej kwadratowej macierzy A stopnia n:

(a) Rozwiniecie Laplace’a wzdhuz dowolnego wiersza: det(A4) = Y (—1)"ay; det(Ay;), gdzie Ay,
j=1
oznacza macierz powstata z macierzy A przez skreslenie k—ego wiersza i j—ej kolumny.

(b) Jesli macierz A’ powstala z macierzy A przez pomnozenie jednego z wierszy przez liczbe a, to
det(A") = adet(A).

(c) Jesli macierz A’ powstata z macierzy A przez zamiane dwoch wierszy, to det(A’) = — det(A).

(d) Jesli macierz A’ powstala z macierzy A przez dodanie jednego wiersza pomnozonego przez liczbe
do innego wiersza, to det(A’) = det(A).

(e) det(AT) = det(A).

(f) Wyznacznik macierzy tréjkatnej (dolnej lub gérnej) jest réwny iloczynowi jej wyrazéw stojacych
na przekatnej gtéownej.

(g) (twierdzenie Cauchy’ego) det(AB) = det(A) det(B).

(h) det(A) # 0 <= A jest nieosobliwa <= 1(A) =n <= A~! istnieje. Wtedy det(A™') =
(det(A))~L.

(i) det(A) = 0 <= wiersze macierzy A tworzg uktad liniowo zalezny (tzn. jeden z nich jest
kombinacja liniowa pozostatych).

8. Uwaga. Z wlasnosci e) wynika, ze rozwiniecie Laplace’a mozna wykonywaé¢ wzdtuz dowolnej kolumny.
Réwniez whasnosci b), ¢) i d) maja swoje odpowiedniki dla kolumn.

9. Przyktad. Obliczymy wyznaczniki:
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20 8 _01 j j’ =20 8 _01 j :i’ = 20(—1)* = 20. W ostatnim kroku sko-
0 0 21 20 |2lws+wy 0 0 0 -1

rzystaliSmy z tego, ze wyznacznik macierzy tréjkatnej jest rowny iloczynowi wyrazéw z przekatne;.

2 1
3 2
Mianowicie, na mocy twierdzenia Cauchy’ego det(A'%) = (det(A)) =1 =1,

Przyktad. Niech A = ( ) . Obliczymy wyznacznik det(A') nie podnoszac macierzy A do potegi.

Wyznacznik ma sens geometryczny.

Pole réwnolegtoboku na plaszezyznie R? rozpigtego na wektorach (a,b), (c,d) jest réwne wartosci

bezwzglednej wyznacznika, ktorego wierszami sa dane wektory. Na przyktad pole réwnolegtoboku
1 2

rozpietego na wektorach (1,2), (2, —1) jest réwne | det < 5 _1 ) |=|—5|=5.

Objetoé¢ rownolegloscianu w przestrzeni R? rozpigtego na wektorach (ay, as, as), (by, b2, b3), (c1, ¢2, ¢3)
jest rowna wartosci bezwzglednej wyznacznika, ktérego wierszami sa dane wektory. Na przyktad ob-
jetosé réwnolegloscianu rozpietego na wektorach (1,1,1),(2,1,0), (0, —1,—2) jest réwna

1 1 1
|det [ 2 1 0 | = 0. Czy to mozliwe, zeby ten réwnolegloscian mial zerowa objetosé? Zauwaz-
0 -1 -2

my, ze jest on zawarty w plaszczyznie: wszystkie trzy dane wektory spetniaja rownanie x —2y+2z = 0.

Omowimy teraz jeszcze jedna metode rozwiazywania uktadow réwnan liniowych. Mozna ja stosowaé
w tych samych przypadkach, co metode macierzowa. Podaje ona gotowe wzory na rozwigzania uktadu,
ale na ogot jest bardzo pracochtonna.

Twierdzenie Cramera. Niech dany bedzie uktad n réwnan liniowych z n niewiadomymi

a1171 + a1o%e + ... + a1y, = by,
a91T1 + A920x9 + ... + Ao Ty = bg,

An1T1 + Apos + ... + Gppx, = by,
i niech A oznacza jego macierz wspotczynnikow. Wtedy:

a) Jesli det(A) # 0, to dany uktad réwnan ma doktadnie jedno rozwiazanie (wq,ws,...,w,) dane

wzorami wy = (ﬁtﬁk dla k = 1,2, ...,n, gdzie symbol A oznacza macierz otrzymana z macierzy A

poprzez zastapienie jej k—tej kolumny przez kolumne wyrazéw wolnych uktadu réwnan.
b) Jesli det(A) = 01 det Ay, # 0 dla pewnego k, to uktad jest sprzeczny.

c) Jesli det(A) = 0idet Ay = 0 dla wszystkich k = 1, ..., n, to uklad jest sprzeczny albo nieoznaczony.
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15.

16.

17.

2t — y 4+ =z = 0,
Przyktad. Rozwiazemy uktad rownan r 4+ 4y + 3z = 20, Zauwazmy, ze w uktadzie jest
-3 + 4y + 2z = 9.
tyle samo réwnan, co niewiadomych, mozna wiec obliczy¢ wyznacznik macierzy wspoétczynnikow,
2 -1 1
czyli tzw. wyznacznik gtéwny: det(A) =| 1 4 3 | = 19. Poniewaz det(A) # 0, mozna skorzy-
-3 4 2

sta¢ ze wzoréw Cramera. Obliczamy wyznaczniki macierzy Aj, A, As: det(A;) = | 20

2 01 2 -1 0
57,det(As) =| 1 20 3 |=95,det(A3)=| 1 4 20| = —19. Wyznaczamy wartosci niewia-

-3 9 2 -3 4 9

et(A et(A et(A . . .
(31;((141)) =3,y= ddst((;)) =5z= ‘iiett((j)) = —1. Zatem jedyne rozwiazanie, to (3,5, —1).

domych z =

2y + (2—a)z = 1,
Rozwigzemy uktad rownan ¢ + 2z = a, w zaleznosci od wartosci parametru

r + 2ay — z = 6
a. Poniewaz liczba rownan jest réwna liczbie niewiadomych, to w przypadku, gdy macierz wspot-
0 2 2—a
czynnikéw bedzie nieosobliwa, bedzie mozna uzy¢ wzor6w Cramera. det(A) = | 1 0 2 =
1 2a -1

—2a* +4a+ 6 = —2(a — 3)(a + 1). Rozpatrzymy kolejno trzy przypadki.

I.a # 3,a # —1, wtedy uktad ma jedno rozwiazanie, znajdziemy je ze wzoréw Cramera: det(A;) =

1 2 2—a 01 2—a
a 0 2 = —2a° +4a* —2a+24 = —2(a—3)(a* + a+4),det(4y) = |1 a 2 =
6 2a -1 1 6 -1
0 2 1
@ —8a+15 = (a—3)(a—5),det(ds) = | 1 0 a|=4da—12=4(a—3). Zatem z = G =
1 2a 6
“ijf 1y = C}fett((’%) = 72"(;?1) 2= C(lfett((ﬁ’)) = ﬁ, a wiec gdy a # 3,a # —1, to jedynym rozwigzaniem
: a’+a a— —
jest wektor ( ;;1“, 72((:;1), a—fl) = m@cﬂ +2a+8,5—a,—4).

II. a = —1. Wtedy det(A) = 01 det(A;) = 32 # 0, zatem uktad jest sprzeczny.
III. @ = 3. W tym przypadku wszystkie wyznaczniki si¢ zeruja, wiec twierdzenie daje nam tylko

2y — z = 1,
informacje, ze uktad nie jest oznaczony. Uktad ma postac ¢ = + 2z = 3, Rozwiazujac
r + 6y — =z = 6.
go stwierdzamy, ze jest nieoznaczony i jego rozwiazaniem ogdlnym jest (3 — 2z, % + %z, z),z € R.
(a+ 1)z — 2y + (a—1)z = 1,
Przyktad. Okredlimy, ile ma rozwigzan uktad 6x + (a—6)y + 22 = a, W za-
3x — 2y + z = 1

leznosci od wartosci parametru a € R. Macierz rozszerzona uktadu jest rowna
a+1 -2 a-—11
6 a—6 2 a |.Obliczamy wyznacznik macierzy wspotczynnikow
3 -2 1 1
a+1 -2 a-—1
det(A)=] 6 a—6 2 |=-2a>+8a—8=—2(a—2)% Z twierdzenia Cramera wynika, ze
3 —2 1
dla a # 2 uklad jest oznaczony (ma jedno rozwiazanie). Dla a = 2 uktad ma macierz rozszerzona
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3 -2 1 1 3 -2 11
6 —4 2 2 | (-2w+we ~| 0 0 0 0 |iwidaé, ze ma nieskoniczenie wiele rozwiagzan.
3 —2 1 1. (—1)101 + ws 0 0 00

Wracamy do przestrzeni liniowych.

Definicja. Niech dana bedzie przestrzen liniowa V. Uklad wektoréw v, ..., v, € V nazywa sie baza
przestrzeni V' wtedy i tylko wtedy, gdy jest liniowo niezalezny oraz rozpina V.

Przyklad. Uktad wektoréw st: e; = (1,0,0),es = (0,1,0),e3 = (0,0,1) jest baza przestrzeni R?.
Uktad ten rozpina R3, bo kazdy wektor (a,b, ¢) mozna zapisa¢ jako (a,b, c) = a(1,0,0) + b(0,1,0) +
¢(0,0,1). Uklad ten jest liniowo niezalezny, bo wektor 0 = (0,0,0) mozna zapisaé jako kombinacje
liniowa wektoréw eq, es, eg jedynie tak (0,0,0) = 0(1,0,0) + 0(0,1,0) + 0(0,0,1). Uktad st nazywa
sie bazg standardowsg przestrzeni R3.

Analogicznie okresla sie¢ baze standardowa w przestrzeni R™ dla dowolnej liczby naturalnej n.

Twierdzenie. a) Liczba wektoréw dowolnej bazy przestrzeni V' nie zalezy od wyboru bazy. b) Kazdy
liniowo niezalezny uktad wektoréw przestrzeni V' mozna dopetié¢ do bazy V.

Definicja. Liczba wektorow dowolnej bazy przestrzeni V nazywa sie wymiarem przestrzeni V' i jest
oznaczana symbolem dim V.

Uwaga (dodatek do definicji bazy). Za baze przestrzeni zerowej (ztozonej jedynie z wektora zerowego)
uwaza si¢ zbior pusty. Zatem dim{0} = 0.

Przyklad. dim R™ = n (uktad st:(1,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,...,0,1) jest baza).

Twierdzenie (wlasnosci bazy). Niech vy, ..., vp bedzie uktadem wektoréow przestrzeni V. Wtedy na-
stepujace warunki sa rownowazne:

a) uktad vy, ..., vy jest baza V|

b) ukltad vy, ..., vy jest liniowo niezalezny oraz k = dim V/,

c¢) ukltad vy, ..., v rozpina V oraz k = dim V.

d) kazdy wektor w € V mozna jednoznacznie zapisaé w postaci kombinacji liniowej wektorow
V1yeeey Vg

Przyklad. dim R[z|3 = 4, bo kazdy wielomian stopnia niewiekszego od 3 mozna jednoznacznie zapisaé
w postaci kombinacji liniowej ag + a1 + apx? + azx® wielomianéw 1, z, 2, 23. Podobnie, dim R|z], =
n+ 1.

Przyktad. Zbiér rozwigzan rownania x + 2y + 3z = 0 jest podprzestrzenia wymiaru 2, bo jak zauwa-
zylidmy poprzednio, kazde rozwigzanie mozna jednoznacznie zapisa¢ w postaci kombinacji liniowej
dwoch rozwiazan (—2,1,0) i (—3,0,1).

Przyktad. Niech dane beda wektory vy, ..., vy przestrzeni R". Baze podprzestrzeni W = lin(vy, ..., v;)
mozna uzyskaé ustawiajac te wektory jako wiersze macierzy, nastepnie sprowadzajac te macierz do
postaci schodkowej. Niezerowe wiersze macierzy schodkowej sa liniowo niezalezne i rozpinaja W, wiec
tworza baze W.

Przyktad. Wymiar przestrzeni macierzy M (m x n) jest réwny mn, bo kazda macierz jednoznacznie
zapisuje sie¢ jako kombinacja liniowa macierzy z jedna jedynka i zerami na pozostalych miejscach.

Przyktad. Zbior rozwigzan uktadu rownan liniowych jednorodnych zmiennych x4, ..., z, jest podprze-
strzenig liniowg przestrzeni R". Jak wynika z twierdzenia Kroneckera-Capelli’ego, przestrzen ta ma
wymiar n — r(A), gdzie A oznacza macierz wspotczynnikéow tego ukltadu.



