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1. Definicja. Dwa uktady rownan nazywaja sie réwnowazne wtedy i tylko wtedy, gdy maja te same
zbiory rozwigzan.

2. Przypomnijmy, ze wczesniej wprowadziliSmy trzy rodzaje operacji elementarnych na wierszach ma-
cierzy: 1. pomnozenie wybranego wiersza przez liczbe rézna od zera. II. zamiana dwoch wierszy
miejscami. III. dodanie jednego wiersza pomnozonego przez liczbe do innego wiersza.

3. Twierdzenie. Operacje elementarne zastosowane do macierzy rozszerzonej uktadu réwnan liniowych
prowadza do macierzy uktadu réwnowaznego z uktadem danym (czyli majacego te same rozwiazania).

4. Uwaga. Na kolejnym stosowaniu operacji elementarnych polega nastepujaca metoda eliminacji
Gaussa.

1. Wybieramy jedna z kolumn odpowiadajacych zmiennym, a w niej niezerowy wyraz i wiersz, w
ktorym on lezy.

2. Przy pomocy operacji I doprowadzamy do tego, ze wybrany wyraz jest réwny 1.

3. W pozostaltych wierszach przy pomocy operacji I1I uzyskujemy zera w wybranej kolumnie (elimi-
nujemy wybrana zmienna z pozostalych réwnan).

4. Wybieramy nowa (jedna sposérod jeszcze niewybranych) kolumne odpowiadajaca nowej zmiennej
i w niej niezerowy wyraz lezacy w nie wybranym jeszcze wierszu.

5. Przy pomocy operacji I doprowadzamy do tego, ze wybrany wyraz jest réwny 1.

6. We wszystkich oprocz ostatnio wybranego wierszach przy pomocy operacji I1I uzyskujemy zera w
wybranej kolumnie.

7. Jedli istnieja jeszcze niewybrane kolumny odpowiadajace zmiennym, zawierajace niezerowe wyrazy
w jeszcze niewybranych wierszach, to wracamy do punktu 5.

8. Jesli wérdd niewybranych wierszy jest wiersz postaci 0 = b, 1 b # 0, to uktad rownan nie ma rozwia-
zan (jest sprzeczny). Jesli takiego wiersza nie ma, przenosimy niewybrane zmienne na prawa strone
i traktujemy jako parametry, po czym z otrzymanego uktadu réwnan odczytujemy rozwigzanie.

5. Przyktad. Rozwiazemy kilka uktadéw réwnan liniowych.

r — 2y + z = 4 1 -2 1 4
a) 23; i— Byy i 5’2 ; 110” Macierza rozszerzona jest [A, B] = ; _13 é 110 . Wybiera-
br — 6y + 8z = 19. 5 —6 8 19
my wyraz w pierwszej kolumnie i pierwszym wierszu, nastepnie wykonujemy kolejne kroki algorytmu
1 -2 1 4
eliminacji niewiadomych (wybrane wyrazy beda podkreslone): ; _13 é 110 Eiégtwvi i Zi
5 =6 8 19 /) (=5)w; + wy
1 -2 1 4 1 -2 1 4 2wq + wy 101 2
0 3 0 =3 | wy/3 0 1 0 -1 010 —1
0 1 3 2 Tl1o0 1 3 2 | (—Dws+ws | 003 3 | w3~
0 4 3 -1 0 4 3 -1 (—4)wy + wy 003 3 wy/3
010 -l ~ ( 0L 0 -l Poniewaz nie ma juz niezerowych wyrazéw
001 1 001 1 |
001 1 (—1D)ws + wy 000 O
mozliwych do wybrania, zapisujemy uklad w postaci réwnan (przy czym pomijamy ostatnie réw-
=1,
nanie 0=0). Otrzymujemy ¢ y = —1, Zatem jedynym rozwiazaniem jest wektor (1, —1,1). Dany
z=1.

uktad jest wiec oznaczony.



Wprowadzenie do matematyki 11, wyktad 9, uklady réwnan i przestrzenie liniowe, 14.04.2024 2

r — vy + z — 25 4+ t =9 1 -1 1 -2 19
b)s 2x + 4y — =z + s + 3t = 1, Macierzarozszerzonajest | 2 4 -1 1 3 1
r + 2y + 4z + 2t = 1. 12 4 0 21
1 -1 1 =21 9\ 2wy+w
Stosujemy eliminacje Gaussa: | 2 4 —-1 1 3 1 ~
1 2 4 0 21
5 7 -1 0 7 11 (—=5)ws + wy 0 -3 =21 0 -3 6 wy /(—=3)
24 -1 13 1 (—=2ws+wy ~| 0 0 -9 1 -1 -1 ~
12 4 02 1 1 2 4 0 2 1
01 7 0 1 =2 01 7 0 1 =2
00 -9 1 -1 -1 ~ 00 -9 1 —1 —1 |. Wracamy do postaci z
12 4 0 2 1 (—2)wy + w3 10 —-10 0 0 5
y + 7z + t = =2
rOwnaniami i otrzymujemy uktad - 92 4+ s — t = —1, zktérego wyznaczamy
T — 10z = 5,
wartosci ”podkreslonych” zmiennych: y = —72 — ¢t — 2,5 = 92 + 1 — 1 xr = 10z + 5. Zatem roz-
wigzaniem jast kazdy wektor postaci (10z + 5, =7z —t — 2,2,92 +t — 1,¢), w ktérym liczby z,t sa

dowolne (jest to tzw. rozwiazanie ogdlne). Rozwiazan jest nieskonczenie wiele, a do ich opisu potrzeba
dwobch parametrow. Dany uktad jest nieoznaczony. Rozwigzania szczegdlne otrzymujemy wstawiajac
za parametry z,t dowolne liczby. Na przyktad, gdy wstawimy z = 1,¢ = 0 otrzymujemy rozwiazanie
(15,-9,1,8,0), a gdy wstawimy z = 0,¢ = 1 otrzymujemy rozwiazanie (5, —3,0,0,1).

r + 2y + z + t =7, 1 17
c)¢ 2r — y — 2z 4+ 4t = 2, Macierza rozszerzong jest ( 2 1 4 2 |. Stosuje-
Sr + by + 2z 4+ Tt = 1 2 71
12 1 17 1 21 1 7
my eliminacje Gaussa: | 2 —1 —1 4 2 wi+wy, ~| 3 105 9 ) ~
5 5 2 71 (—2)wy + ws 31 0 5 —13 (—1)wq + ws
1211 7
3105 9 . Przerywamy operacje, bo ostatni wiersz odpowiada rownaniu sprzecznemu
000 0 —22
0 = —22. Zatem dany uktad jest sprzeczny, tzn. nie ma rozwigzan.

6. Twierdzenie Kroneckera-Capelli’ego. Rozpatrzmy uktad m réwnan liniowych z n niewiadomymi i jego
posta¢ macierzowg AX = B. Jeslir([A, B]) > r(A), to uklad ten jest sprzeczny. Jesli r([A, B]) = r(A),
to uktad ma rozwiazanie ogélne zalezace od n — r(A) parametréw.

Idea dowodu. Przypomnijmy, ze rzad macierzy jest rowny liczbie schodkow w jej postaci schod-
kowej. Zauwazmy, ze gdy doprowadzimy do postaci schodkowej macierz rozszerzong, a nastepnie
usuniemy ostatnig kolumne, to otrzymamy posta¢ schodkowa macierzy wspotczynnikéw. Zatem, jesli
r([A, B]) > r(A), to znaczy, ze postacie schodkowe macierzy [A, B] i A réznig si¢ liczba schodkow
i ze postaé¢ schodkowa macierzy [A, B] ma ostatni schodek w ostatniej kolumnie. Z tego wynika, ze
uktad réwnan jest sprzeczny (réwnanie odpowiadajace wierszowi ze schodkiem jest sprzeczne). Jesli
r([A, B]) = r(A), to schodka w ostatniej kolumnie nie ma i uktad ma rozwiazania zalezace od n—r(A)
parametréw, bo tylu potrzeba, aby wyznaczy¢ wartosci r(A) zmiennych odpowiadajacych schodkom.

7. Symbolem R"™ bedziemy oznacza¢ zbidr wszystkich ciagéw n—elementowych o wyrazach rzeczywi-
stych. Zbiér ten nazywamy przestrzenig R", a jego elementy — wektorami. Wektory mozna dodawac i
mnozy¢ przez liczby (skalary). Wektor (0, 0, ..., 0) oznaczamy po prostu przez 0 i nazywamy wektorem
Zerowynm.

8. Podobnie, mozna dodawa¢ i mnozy¢ przez liczby macierze ustalonego rozmiaru m x n. Dodawac i
mnozy¢ przez liczby mozna tez wielomiany, a takze rézne funkcje.
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Wprowadzimy teraz pojecie, ktorego przyktadami szczegdlnymi sa podane powyzej przyktady.

Definicja. Przestrzenia liniowa (nad R) nazywamy dowolny zbiér V' z okreslonym dodawaniem (tzn,
dla kazdych dwéch elementéw v, w zbioru V' okreslony jest element v 4+ w € V nazywany ich suma) i
mnozeniem przez liczby rzeczywiste (tzn, dla kazdego elementu v € V' i dowolnej liczby rzeczywistej
a okredlony jest element av € V'), jesli spelnione sa warunki:

a) dodawanie jest przemienne, tzn. v + w = w + v dla dowolnych v, w € V,

b) dodawanie jest taczne, tzn. (v + w) + z = v + (w + z) dla dowolnych v, w,z € V,

c) istnieje element zerowy 0 € V' taki, ze v+ 0 = 0+ v = v dla dowolnego v € V,

d) kazdy element v € V' posiada element przeciwny, tzn. dla kazdego elementu v € V istnieje taki
element v/ € V| ze v/ +v =0,

e) mnozenie jest rozdzielne wzgledem dodawania elementéw V', tzn. a(v+w) = aw+av dla dowolnych
v,w € V oraz a € R,

f) mnozenie jest rozdzielne wzgledem dodawania liczb, tzn. (a+b)v = av+bv dla dowolnych a,b € R
i dowolnego elementu v € V/,

g) zachodzi tacznosé mmnozenia przez liczby: a(bv) = (ab)v dla dowolnych a,b € R i dowolnego
elementu v € V,

h) zachodzi réwnosé 1v = v dla dowolnego elementu v € V.

Elementy zbioru V nazywamy wektorami (przestrzeni V'), a liczby rzeczywiste — skalarami. Prze-
strzenie liniowe nazywa sie takze przestrzeniami wektorowymi.

Przyktad. Zbior R",n € IN ze zwyklym dodawaniem wektorow i mnozeniem ich przez liczby jest
przestrzenig liniowa.

Przyktad. Zbiér M (m x n) macierzy ze zwyktym dodawaniem macierzy i mnozeniem ich przez liczby
jest przestrzenig liniowa.

Przykltad. Niech k oznacza liczbe naturalna. Zbiér R|z]; wielomianéw stopni < k zmiennej z jest
przestrzenig liniowa ze wzgledu na naturalne dodawanie wielomiandéw i mnozenie ich przez liczby.

Przyktad. Niech I C oznacza dowolny przedzial. Zbiér C(I) funkcji ciaglych na przedziale I jest
przestrzenig liniowa ze wzgledu na naturalne dodawanie funkcji i mnozenie ich przez liczby.

Definicja. Niech aq,...,ar beda liczbami rzeczywistymi, a vy, ..., v wektorami przestrzeni V. Sume
k

a1+ a9+ ... Fapv; = Zajvj nazywamy kombinacjg liniowa wektorow vy, ..., v ze wspotczynnikami
Jj=1
ai, ..., Ag.

Przyktad. Wielomian 72% 4523+ 222 +10 € R|[x]4 jest kombinacjg liniowsg wielomianéw x4, 23, 22, z, 1

o wspotezynnikach 7,5, 2,0, 10; jest tez kombinacjg liniowg wielomianéw z* + 22, 2% — 22 + 2,2 — 2
o wspotczynnikach 7,5, —5.

Przyklad. Zbadamy, ktére z wektoréw: u; = (0,0,0),us = (1,3,5),us = (1, —3,5) sa kombinacjami
liniowymi wektorow v; = (1,1,1),v2 = (1,2,3). Wektor u; oczywiscie jest kombinacja liniowa, ze
wspotczynnikami rownymi 0. Wektor us jest kombinacja liniowa wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja
liczby a,b € R takie, ze (1,3,5) = a(1,1,1) +b(1, 2, 3), tzn. spetnione sa réwnoséci a+b = 1,a+2b =

3,a 4+ 3b = 5. Bez trudu sprawdzamy, ze liczby a = —1,b = 2 spelniaja te warunki, zatem wektor
us jest kombinacja liniowa wektoréw vy, ve o wspdlezynnikach —1,2. Dla wektora us = (1,—3,5)
otrzymujemy w analogiczny sposob rownania a +b = 1,a + 2b = —3,a + 3b = 5, ktére tworza uktad

sprzeczny. Zatem wektor uy nie jest kombinacjg liniowa wektoréw vy, vs.

Definicja. Uktad vy, ..., vp wektoréw przestrzeni V nazywa sie liniowo zalezny, jesli wektor zerowy da
sie przedstawi¢ jako kombinacje liniowa a,v; + ... + arvg, W ktorej nie wszystkie wspotezynniki a; sa
zerowe.
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Definicja. Uktad vy, ..., vx wektoréw przestrzeni V' nazywa sie liniowo niezalezny, jesli wektor zerowy
da sie przedstawi¢ jako kombinacje liniowg wektorow vy, ..., vx jedynie ze wszystkimi wspotczynnikami
rownymi 0.

Przyktad. Uktad wektoréw (1, 1), (1,3), (2,3) przestrzeni R? jest liniowo zalezny, bo zachodzi réwnosé
(0,0) = 3(1,1) 4+ (1,3) — 2(2,3), w ktorej wspotczynniki nie sa zerami.

Definicja. Niech V' oznacza dowolng przestrzen liniowa. Podzbior W C V' nazywa sie podprzestrzenia
liniowa przestrzeni V' wtedy i tylko wtedy, gdy suma dowolnych dwoch wektoréow z W nalezy do W
oraz iloczyn dowolnego wektora z W przez dowolng liczbe nalezy do W. Jesli te warunki sa spetnione,
to zbiér W tez mozna w naturalny sposob traktowac jako przestrzen liniowa.

Przykltad. Podzbiér R[z]; (ztozony z wielomianéw liniowych) przestrzeni R[z]; (ztozonej z wielomia-
néw stopni niewiekszych od 3) jest jej podprzestrzenia liniowa, bo suma dowolnych dwéch wielo-
mianéw liniowych jest wielomianem liniowym oraz iloczyn wielomianu liniowego przez skalar jest
wielomianem liniowym.

Przyktad. Zbior rozwigzan jednorodnego uktadu réwnan liniowych n zmiennych jest podprzestrzenia
liniowg przestrzeni R"™ (uktad jest jednorodny, gdy wszystkie wyrazy wolne sa zerami).

Przyktad — definicja. Niech dany bedzie dowolny uktad vy, ..., v, wektoréw przestrzeni V. Wtedy
zbidr lin(vy, ..., vg) wszystkich kombinacji liniowych wektoréow vy, ..., vy jest podprzestrzenia liniowa
przestrzeni V. Nazywa si¢ ona przestrzenig rozpieta na wektorach vy, ..., vx, a o uktadzie wektorow
vy, ..., Uy MOWIMYy, ze rozpina te przestrzen.

Twierdzenie. Jesli uktad wy,ws, ..., wr wektorow przestrzeni V' powstat z uktadu vy, v, ..., vp przez
stosowanie operacji elementarnych na wektorach, to:

a) lin(wy, ..., wx) = lin(vy, ..., vg).

b) uktad wy, ws, ..., wy jest liniowo zalezny <= uktad vy, vs, ..., v; jest liniowo zalezny.

Przyktad. Rozpatrzmy zbiér V' rozwiazan réwnania z + 2y + 3z = 0. Jest to podprzestrzen liniowa
przestrzeni R3. Zauwazmy, ze rozwigzania danego réwnania sg postaci (—2y — 32,9, 2),y,2 € R i ze
mozna je zapisa¢ w postaci (—2y—3z,y,2) = y(—2,1,0)4+2(—3,0,1). Wynika z tego, ze podprzestrzen
V' jest rozpieta przez uktad wektoréw (—2,1,0),(—=3,0,1), tzn. V = lin((-2,1,0),(—3,0,1)).



