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. Niech m,n oznaczaja liczby naturalne. Macierzg m X n nazywamy prostokatng tablice o m wierszach

i n kolumnach wypeliong liczbami rzeczywistymi. Zbiér wszystkich macierzy m x n oznaczaé be-
dziemy symbolem M (m xn). Liczby stojace w macierzy nazywamy jej wyrazami. Wyrazy oznaczamy
symbolami z dwoma indeksami u dotu, pierwszy to numer wiersza, a drugi to numer kolumny.

2 e =5

Przyktad. Jesdli A = ( 013 =«

) = (a;j) € M(2 x 3), to a3 = —b,as; = 0.

. Przyktad. Macierze o jednym wierszu nazywamy wektorami-wierszami, a macierze o jednej kolumnie

wektorami-kolumnami.

Macierze tych samych rozmiaréw mozna dodawaé. Dokladniej: niech A = (a;;), B = (b;;) € M(mxn)
(tzn. A, B maja po m wierszy i po n kolumn), to ich sumg nazywamy macierz A + B = (¢;;) €
M (m x n) okreslong wzorem ¢;; = a;; +b;; dlai =1,2,...,m, j = 1,2, ...,n. Innymi stowy, dodaje sie
wyrazy stojace na odpowiednich miejscach.

2 e =5 1 -1 0 3 e—1 =5
Przykiad.(o 13 7r>+<3—6 —7r>_<3 - O>'
Macierze mozna tez mnozy¢ przez liczby: jesli k € R jest liczba, a A = (a;;) € M(m x n) dowolnq
macierza, to macierz kA = (c¢;;) jest okreslona wzorem ¢;; =k -a;; dlai=1,2,...,m,j=1,2,.

) Y

0 13 -2-0 =213 -2-7m 0 —-26 —27

.Przyklad.Jes’liAz(Q ‘ ;5>,to(—2).A:<_2'2 —2-¢ —2-(—5)>:<—4 —2¢ 10

Definicja. Macierz O € M (m x n), ktorej kazdy wyraz jest réwny 0, nazywa si¢ macierzg zerowa.

. Twierdzenie. Wtasnosci dodawania macierzy i mnozenia przez skalary. Ustalmy liczby naturalne m, n.

Niech A, B,C € M(m x n) beda dowolnymi macierzami, a a,b dowolnymi liczbami rzeczywistymi.
Wtedy: a) A+ B=B+ A, b)(A+B)+C=A+(B+C), ¢c)A+0=A, A+ (-1)A=0,
a(A+ B) = aA+aB, d) (a+b)A =aA+bA, e) (ab)A = a(bA), f) 1A= A.
Wtlasnosci te oznaczaja, ze zbiér macierzy M(m x n) jest tzw. przestrzenia liniowa nad ciatem liczb
rzeczywistych.

Definicja. Macierz o n wierszach i n kolumnach nazywa sie macierza kwadratowg stopnia n.

Definicja. Macierz kwadratowa A = (a,;) nazywa sie diagonalna wtedy i tylko wtedy, gdy a;; = 0 dla
i # j. Macierz diagonalna o wyrazach dy, ..., d,, na przekatnej bedziemy oznaczaé¢ D(dy, ..., d,).

Przyktad. Macierz ( (2) 8 ) = D(2,0) jest diagonalna, a macierz < (2) (1) 8 > nie jest diagonalna.
1 00 ..0
010 0

Definicja. Macierz I,, = D(1,1,..,1) =] 0 0 1 0 | € M(n x n) nazywa sie macierza jed-
00 0 .. 1

nostkowa stopnia n. Jest to macierz diagonalna z jedynkami na przekatnej gtownej.

Macierz A € M(n x n) nazywa sie macierza tréjkatna gérna, jesli ponizej przekatnej gtéwnej stoja
same zera (tzn. a;; = 0 dla i > j). Podobnie definiuje si¢ macierze trojkatne dolne.

30 0
Przyktad. Macierz A = ( g _53 ) jest macierza trojkatng gorng,a D = | 0 0 0 | jest macierza
1 2 —4

trojkatng dolna.
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air Q2 .. Qip
Definicja. Niech A = (a;;) = dar @2 Ao o M(m x n) bedzie dowolng macierza o n
a.rr.Ll CL;Q a';r.m
U1
kolumnach, a v = b2 dowolnym wektorem-kolumng o n wyrazach. Wtedy okreslamy iloczyn Av
Un

a11v1 + a2V + .. + a1,y

a91V1 + G99V + .. + Ao, Uy,

wzorem Av = . Jest to wektor-kolumna o m wyrazach.

Am1V1 + AoV + ... + QynUn

Przyktad. Pewien rolnik mial jabtka gatunkéw: antonéwka, bojken, czempjon. Co sobote notowal,

ile kilogramow jabtek kazdego gatunku sprzedal na targu. Zapisywal te liczby w wierszach tabelki:
20 15 30
30 10 40 ) . o .
20 20 50 |° Po pewnym czasie postanowit sprawdzi¢, ile pieniedzy dostawal tacznie za sprze-
dane jabtka. Napisal ich ceny w kolumnie po prawej stronie tablicy, a obok w drugiej kolumnie sumy
przywiezione do domu w kolejne soboty. Otrzymal nastepujacy zapis, wymyslajac mnozenie macierzy

20 15 30 1 140
przez wektor-kolumne (byé moze przed nim zrobit to ktos inny): 28 ;8 ;18 2 | = ;;8
3

Kiedys zona zapytata rolnika, ile by przywozil, gdyby sprzedawal swoje jabtka o ztotéwke dro-
zej. On dopisal z boku nowe ceny i (wymyslajac mnozenie macierzy przez macierz) uzyskal zapis:

20 15 30 1 2 140 205
30 10 40 5 3 | = 170 250
30 20 50 3 4 | 220 320

Definicja. Niech A = (a;;) € M(m x n) bedzie macierzg o m wierszach i n kolumnach, a B = (by,) €
M (n x p) macierza o n wierszach i p kolumnach. Wtedy okreslamy macierz A - B o m wierszach i
p kolumnach wzorem: A - B = (¢;;), gdzie cip = aibi, + by + ... + Ainbpy = 37 ai5bjr. Mozna
to opisa¢ tak: mnozymy macierz A przez kolejne kolumny macierzy B i powstale w wyniku tych
mnozen kolumny ustawiamy jedna za druga (jak w powyzszym przyktadzie).

Uwaga. lloczyn AB istnieje tylko wtedy, gdy liczba kolumn (dtugosé wierszy) pierwszej macierzy jest
réwna liczbie wierszy (dtugosci kolumn) drugiej macierzy.

Uwaga. Mnozenie macierzy nie jest przemienne: na ogét AB # BA (nawet jesli oba te iloczyny maja
sens), n 1 3 4 17\ [ -2 22 4 7 1 3\ (18 5
APl -2 5) 10 9 )'\ -2 5 2 -1/ \ 8 —11 )

Twierdzenie. Mnozenie macierzy jest: a) taczne, tzn. (AB)C = A(BC), b) rozdzielne wzgledem
dodawania, tzn. (A4 B)C' = AC' + BC oraz A(B+ () = AB+ AC dla dowolnych macierzy A, B, C,
dla ktoérych dziatania sa wykonalne.

Uwaga. Dla dowolnej macierzy A € M(n x n) zachodza réwnosci I, A = Al, = A.

Definicja. Wyr6zniamy nastepujace operacje elementarne na wierszach macierzy:
[. pomnozenie wybranego wiersza przez liczbe rézng od zera.



Wprowadzenie do matematyki II, wyklad 8, macierze, 7.04.2025 3

24.

25.

26.

27.

28.

29.

II. zamiana dwoch wierszy miejscami.
I1I. dodanie jednego wiersza pomnozonego przez liczbe do innego wiersza.

Definicja. Macierz A jest w postaci schodkowej wtedy i tylko wtedy, gdy:

1. liczba poczatkowych zer w kazdym niezerowym wierszu (oprocz pierwszego) jest wieksza, niz w
wierszu poprzednim oraz

2. kazdy wiersz zerowy stoi ponizej kazdego niezerowego.

Liczba niezerowych wierszy w macierzy schodkowej nazywa si¢ jej liczba schodkdow.

12040

. 002 47]. . . :

Przyktad. Macierz A = 0000 1 jest w postaci schodkowej. Ma trzy schodki.
00 00O

Twierdzenie-definicja. Kazdg macierz A mozna przy pomocy kolejno wykonywanych operacji elemen-
tarnych na wierszach doprowadzi¢ do postaci schodkowej. Liczba schodkéw nie zalezy od wykonanych
operacji elementarnych i nazywa sie rzedem macierzy A.

0 1 2 -1 5
1 -2 1 2 =3
1 -1 3 2 6
2 -1 8 0 5
Operacje elementarne zaplanowane do wykonania bedziemy zaznacza¢ po prawej stronie macierzy:
obok wiersza zaznaczamy, ktory wiersz go zastapi.

Przyktad. Sprowadzimy macierz do postaci schodkowej i obliczymy jej rzad.

0 1 2 —1 5\ w 1 -2 1 2 -3

1 =21 2 =3 | w 01 2 -1 5

1 -13 2 6 11 -13 2 6 | (—Dwtws

2 -1 8 0 5 2 -1 8 0 5 ) (=2)w; +wy

1 -2 1 2 =3 1 -2 1 2 =3 1 -2 1 2 =3
01 2 -1 5 0 1 2 -1 5 0 1 2 -1 5
01 2 0 9 | (—Dwatws [0 0 0 1 4 “lo0o 0 0 1 4
0 3 6 —4 11 ) (=3)wy+ wy 0 0 0 -1 —4) ws+ws\0 0 0 0 0

Poniewaz sa trzy schodki w postaci schodkowej, to rzad macierzy A jest réwny 3, r(A) = 3.

Macierz kwadratowa stopnia n i rzedu n (tzn. majaca n schodkéw po sprowadzeniu do postaci
schodkowej) nazywa sie macierza nieosobliwa stopnia .

Twierdzenie. Niech A bedzie macierza nieosobliwg stopnia n. Wtedy istnieje taka macierz B €
M(n x n), z2 AB = BA = I,. Macierz B jest wyznaczona jednoznacznie i nazywa sie macierza
odwrotng do A. Oznaczamy ja symbolem A~

Dowdd. Zauwazmy, ze operacje elementarne na wierszach macierzy A mozna realizowac, jako mnoze-
nie z lewej strony przez odpowiednio dobrane macierze. Zobaczmy to na przyktadach do wypehienia.

1 00 a b c 100 a b c

0 30 d e [ |= , 0 01 d e [ |= ,
00 1 g h i 010 g h i

100 a b c

010 d e f | = . Gdy macierz A jest rzedu n, to przy pomocy odpo-
2 0 1 g h i

wiednich operacji elementarnych mozna ja doprowadzi¢ najpierw do postaci trojkatnej gornej, a po-
tem do macierzy jednostkowej. Oznacza to, ze dla pewnych macierzy Py, P, ..., P, zachodzi réwnosé
Py..PoP A = I,. Oznaczajac B = Py...P, Py otrzymujemy réwnos¢ BA = [,,. Z réwnoéci BA = I,
wynika rowno$¢ AB = I,,, dowdd tego faktu pomijamy.
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Metoda znajdowania macierzy odwrotnej przy pomocy macierzy dwuklatkowej. Chcac znalez¢ ma-
cierz odwrotna do macierzy kwadratowej A € M(n x n), wykonujemy nastepujace czynnosci:

1. Tworzymy macierz dwuklatkowa [A, I,,].

2. Na wierszach macierzy dwuklatkowej wykonujemy operacje elementarne.

3. Gdy w lewej klatce uzyskamy macierz I,,, to w prawej bedzie A~

Potem warto wykona¢ (chociaz cz¢éciowe) sprawdzenie wybranej rownosci AA™ = I, lub A™1A = I,,.

Uwaga. Jesli wynik wykonania kilku operacji nie zalezy od kolejnosci ich wykonania, mozna je prze-
prowadzi¢ bez przepisywania macierzy.

1 2 0
Przyktad. Znajdziemy macierz odwrotng do macierzy A = | 2 5 —2 [. Macierz dwublokowa ma
0 -2 5
1 2 0 100 1 2 0 100
posta¢ | 2 5 =2 0 1 0 |, wykonujemy operacje | 2 5 =2 0 1 0 | (—2w;+wy ~
0 -2 5 001 0 -2 5 0 01
1 2 0 1 0 0\ (=2wy+u 10 4 5 =20\ (-dws+w
0O 1 -2 -2 10 ~101 -2 -2 1 0 2ws +wy ~
0 -2 5 0 01 2wy + w3 00 1 -4 2 1
100 21 —-10 —4
01 0 —10 5 2 |. Poniewaz w lewym bloku jest macierz I3, w prawym jest A~!. Zatem
001 —4 2 1
21 —10 —4 1 2 0 21 —-10 —4 1 0 0
At=| —-10 5 2 |.SproAA' =2 5 -2 —10 5 2 =1010
—4 2 1 ) 0 -2 5 —4 2 1 0 01
Definicja. Niech A = (a;;) € M(m x n) bedzie dowolng macierza. Macierza transponowang do A

nazywamy macierz AT = (b;;) € M (nxm) okreslona wzorem b;; = a;; dla wszystkich i = 1,...,n,j =
1,...,m.

Las o Lo
Przyktad. Jedi A= | 1 1 2 —1 |, to AT = 5 9 0 (czytamy wyrazy macierzy A wier-
4 5 0 0 0 -1 0

szami i zapisujemy kolumnami).

Twierdzenie. Operacja transponowania macierzy ma wtasnosci:
(A+B)T = AT+ BT,  (ad)T =aAT, (AB)T = BTAT, (A7) =(AT)™), r(AT)=r(4)
dla tych macierzy, dla ktérych mozna wykona¢ dane dziatania.

Definicja. Réwnanie postaci a1x1 + asxo + ... + a,x, = b, gdzie ay, as, ..., a,, b sa liczbami, nazywa sie
rOwnaniem liniowym zmiennych x1, zo, ..., x,. Liczby ay, as, ..., a, nazywaja si¢ wspotczynnikami, a b
wyrazem wolnym. Ciag liczb (wy, ws, ..., w,) nazywa sie rozwiazaniem réwnania a;xy + asxs + ... +
a,x, = b, wtedy i tylko wtedy, gdy ajw; + asws + ... + a,w, = b.

Definicja. Uktadem rownan liniowych nazywa sie uklad ztozony z réwnan liniowych. Cigg liczb
(w1, wa, ..., wy,) nazywa sie rozwiazaniem uktadu réwnan liniowych

a11T1 + a19xs + ... + a1,x, = by,
U A21T1 + A22%9 + ... + Ao Ty = bQ,

a1 + apas + ... + app, = by
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wtedy i tylko wtedy, gdy jest rozwigzaniem kazdego z rownan uktadu.

r+2y—z+w =1,

%0 +3y  +2w——1 jest wektor (—7,5,1,—1), a takze wektor

38. Przyktad. Rozwiazaniem uktadu {

(_6’3707 1)' a1p G2 .. Qaip
39. Macierza wspotcezynnikow uktadu U jw. nazywa sie¢ macierz A = da1 G2 - G2n , & macierza
ap A .. A by a1 Qg2 .- Qgn
rozszerzona — macierz [A, B] = @21 Gz o Gz by , B oznacza tu kolumne wyrazéw wolnych.
ag1 k2 - Qgn by

40. Uwaga. Jesli oznaczymy przez X kolumne niewiadomych, to ukltad U mozna zapisa¢ w postaci

a1 @12 .. Qain T by
. . 21 QA2 .. Q9 To bg ;.
macierzowej: " = lub krécej AX = B.
ag1 Qg2 .. Ggp Ty by

41. Metoda macierzowa. Ma ona zastosowanie do uktadéw rownan postaci AX = B, w ktorych A jest
macierza kwadratowa nieosobliwa, tzn. dla uktadéw, w ktorych liczba réwnan jest roéwna liczbie
niewiadomych, a macierz wspétczynnikéw jest nieosobliwa (posiada macierz odwrotna). Metoda po-
lega na zastapieniu réwnania macierzowego AX = B przez réwnanie X = A~!'B (otrzymane przez
pomnozenie z lewej strony przez macierz A™1).

2c + 3y + =z = 13,

[\]

. Przyktad. Rozwigzemy uktad ¢ = + vy = 7, W postaci macierzowej wyglada on tak:
v + 2y — 2z = 17.

2 3 1 x 13

11 0 y | =1 7 |. Znajdujemy macierz odwrotng do macierzy wspotczynnikow:

3 2 =2 z 17 )

23 1 10 0\ we 11 0 010
A Il=1 11 0 01 O) wp ~[ 23 1 100 | (2w +wy ~
32 =200 1 32 -2 001 (=3)wy + w3

1 1 0 0 1 0\ (—Dwy+uy 10 -1 -1 3 0

0o 1 1 1 =20 ) ~ ( 01 1 1 =20 ~

0 -1 -2 0 -3 1 Wo + w3 00 -1 1 —-51 (—1)ws

10 -1 -1 3 0 ws + Wy 100 -2 8 -1

o1 1 1 =2 0 (—w3) 4wy ~[ 0 1 0 2 =7 1 |[.Poniewazw lewym bloku

o0 1 -1 5 -1 ( 001 -1 5 -1

-2 8 -1
jest macierz jednostkowa I3, to A~! = 2 =7 1 |.Zatem réwnanie macierzowe AX = B jest
-1 5 -1 )
x -2 8 -1 13 13
réwnowazne z réwnaniem X = A7'B tzn. | y | = 2 =7 1 7 | = —6 |. Zatem
z -1 5 -1 17 5

jedynym rozwiazaniem jest wektor (13, —6,5).



