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10.

. Przyktad. Obliczymy pole czesci ptaszczyzny ograniczonej osia odcietych i wykresem funkeji sinus

na przedziale [0, 7]. Oznaczmy przez P(zx) pole obszaru ograniczonego z dotu osig odcietych, z gory
wykresem funkeji sinus na przedziale [0, x|,z € [0, 7|, a z prawej prosta ztozona z punktéw o odcigte;

x. Z definicji pochodnej wynika, ze P'(z) = }llir%w

. Oznaczmy przez H.(h) najwicksza
wartosé sin z gdy z lezy miedzy x a x+h, a przez H_(h) najmniejsza warto$¢ sin z gdy z lezy miedzy
x a x+h. Wyrazenie w liczniku — to pole paska szerokosci h zakonczonego u gory kawatkiem wykresu
funkeji sin. To pole jest zawarte miedzy liczbami h- H_(h) a h- H,(h). Zatem iloraz w jest
zawarty miedzy liczbami H_(h) i Hy(h). Z ciaglosci funkcji sinus wynika, ze gdy h dazy do 0, to
obie liczby H_(h), H,(h) daza do sinx, wiec P'(z) = sinx. Zatem P(z) jest jedna z funkcji postaci
cosz + C, gdzie C' oznacza dowolng statag. Pole bedzie opisywaé ta, ktora w punkcie 0 przyjmuje
warto$¢ 0, tzn. P(x) = —cosx — (—cos0) = 1 — cosz. Zatem pole, ktére obliczamy, jest réwne

P(m) =2.

Zwroémy uwage na to, ze rozwigzanie otrzymalismy w dwoch krokach: najpierw znalezlismy funkcje
o pochodnej sin z, a potem pole obliczyliémy jako jej przyrost.

Podobnie mozna postapi¢ z innymi funkcjami ciggltymi. Pierwszy krok prowadzi do definicji catki
nieoznaczonej, drugi do definicji catki oznaczonej.

Definicja. Funkcja F' nazywa sie funkcjg pierwotng funkcji f okreslonej na przedziale otwartym [
wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego punktu x € I spelniona jest réwno$¢ F'(z) = f(x). Jesli f
jest okreslona na przedziale domknietym [a,b], to zadamy, aby F' (a) = f(a), F'.(b) = f(b) oraz
F'(x) = f(x) dla wszystkich = € (a,b).

Przyktad. Funkcja — cos x jest funkcja pierwotng funkeji sin x, bo dla kazdej liczby x zachodzi réwnosé
(—cosz) =sinx.

. Twierdzenie. Dwie funkcje pierwotne funkcji f na przedziale réznia si¢ o stala.

. Definicja. Zbiér funkcji pierwotnych danej funkcji f oznaczamy symbolem / f(x)dx 1 nazywamy

catka nieoznaczong funkcji f.

Przyktad. / sinzdr = — cosx + C. Symbol C oznacza tu dowolng stalg.

. Twierdzenie. Kazda funkcja ciggta na przedziale posiada funkcje pierwotng.

. Twierdzenie. Wtasno$ci catki nieoznaczonej.

a) Dla dowolnej liczby a i dowolnej funkcji ciagtej f zachodzi réwnosé / af(z)dr=a / f(x)dx.

b) Dla dowolnych funkeji ciagtych f, g zachodzi réwnosé /f(a:‘) + g(z)dx = /f(:c)dx + /g(:c)d:c.
Przyktad. Wiele calek mozna obliczy¢ zgadujac, a nastepnie sprawdzajac wynik i ewentualnie wpro-
wadzajac odpowiednie poprawki.

/6x2—2x+6dx:2x3—x2+6m+0, /sin2xdx:—%(1032x+0, /2xel’2dx:e”2+0.

Mozna réwniez stosowaé nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie. Zachodza réwnosci:

L. /adx:ax—l—C’, 2. /x“d:c:f:ll—i-C'dlaa#—l. 3. /%dazzlnm%—a
4. /exdx:ex—l—C. 5. /sinxdx:—cosx—l—C. 6. /cosxdx:sinx+0.

7. /ﬁdmztgx—l—C. 8./ L dr = —ctgz + C. 9./1+1w2dx:arctgx+0.

sin?
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Kazda z powyzszych réwnosci zachodzi na dowolnym przedziale zawartym w dziedzinie funkcji pod-
catkowej. Na przyktad symbol / %dw = In|z| + C oznacza zbiér wszystkich tych funkcji f, ktére na

pétprostej (—oo,0) sa postaci f(z) = In(—z) + C (gdzie Cy jest dowolng stala) oraz na potprostej
(0,+00) sa postaci f(x) = In(x) + Cy (gdzie Cs jest dowolna stala). Nalezy zwrdci¢ uwage na to,
ze state (', Cy nie muszg by¢ rowne. Dowod kazdej z réwnosci polega na sprawdzeniu, ze pochodna
prawej strony jest funkcjg podcatkows po lewej.

Przyktad.
L. /(x+3em)dx:/xda:+3/ea’dx: %%—361%—(].

2. /x‘/;ﬂd:z: = /\/Ed:c—l—Q/%da: =2V 4+ 2In|z| + C.
Twierdzenie (o catkowaniu przez podstawienie). Dla dowolnej funkcji ciaglej f i dowolnej funkeji

rézniczkowalnej ¢g zachodzi réwnosé / f(g(x))d'(x)dx = / f(t)dt|;=g(z), W ktérej po prawe] stronie

po obliczeniu calki nalezy wstawi¢ g(x) zamiast t.

Przyktad. Obliczymy catki:
a)/\/2x + 5dx = l/(291:—1—5)’\/2x + 5dx = l/\/fdthzg,,ﬂrg) = (3 2VB+C)|imaurs = 1/ (22 + 5)3+C,

b) /lﬁ;dx _ 3/ffm3d /(1+x ) s dr = 7/%dt|t:1+xs = (A In [t} sas = §1n|1+g;3|+0
oraz c) /%dm = /ln’x(3ln2x—1)d:€ = /(3t2—1)dt\t:mx = (3t +C)|jmine = I’z —Ina+C.

Uwaga. Catkowaé przez podstawienie mozna tez ”w drugg strone”: / f(z)dx = /f(g(t))g’(t)dx]t:g—

pod warunkiem, ze istnieje ciagta funkcja odwrotna do funkcji g. Ten warunek jest spelniony np.
wtedy, gdy g jest ciggla i rosnaca lub ciggla i malejaca.

Przyktad. Obliczymy catke / V1 — 22dx stosujac podstawienie x = sint,t € [—Z Funkcja sinus

s

27 5]
okreslona na przedziale [—7, 7] posiada funkcje odwrotna arcsin. Zatem z powyzszej Uwagi wy-

nika, Ze/\/l—:p?dx = /Sln ) -\ 1 —sin®tdt = /cos tdt = /%dt = ZSln2t+§+C =

i sin 2 arcsin x + arczﬂ +C.

Twierdzenie (o catkowaniu przez czesci). Dla dowolnych funkcji rézniczkowalnych f, g zachodzi row-
nosé [ f(@)g(x)de = f()g(a) - [ fla)g (@)da.

Przyktad.

a) /xemdx:/(em)'xdx:ex-x—/ex-x/dx:em-x—ex—i-c,

b) /lnxdx = /x’ln:vd:r = xlnx—/x ldr=azlnz—z+C.

b
Definicja. Jedli funkcja f : [a,b] — R ma funkcje pierwotna F, to liczba / f(x)dr = F(z)’ =

F(b) — F(a) nazywa si¢ catka oznaczona funkcji f na przedziale [a, b].
1 1

Przyktad. a) / a?de = 32| =1 —0=3. b) / Pdr = 'ty =
0 -1

Twierdzenie. Wtasnosci calki oznaczone;j:

a) liniowos¢: /ab cf (x)dx = c/abf(x)dx, ceR oraz /ab(f(x) + g(z))dx = /abf(q;)dx + /abg x)dx

b) addytywnosé: /b f(x)dz = /Cf(x)dx + /bf(x)dx, ¢ € [a,b].

(z)
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21. Przyktad. Obliczymy catke / |z|dzx korzystajac z addytywnosci catki oznaczonej: / |z|de = / |x|dz+
-1 -1

1
/0|x|dx=/ —$dx+/xdx——— P +Z=141=1,

22. Twierdzenie o caltkowaniu przez podstawienie dla catek oznaczonych. Dla dowolnej funkcji ciagtej f

b 9(b)
i dowolnej funkcji rézniczkowalnej g zachodzi réwnosé / flg(x)g'(z)dx = / “ f(t)dt.
a g(a

23. Przyktad. /lnxdx—/ In’ :Elna:da:—/ ydy—%]é i

2

24. Twierdzenie o catkowaniu przez czesci dla catek oznaczonych. Dla dowolnych funkcji rézniczkowal-

b b
nych f, g zachodzi réwnoéé/ fl(x)g(x)de = f(x)g(z)| —/ f(x)d (z)dx.
25. Przyktad. xcosxdr = / zsin’ xdr = xsin x| — / sinzdr =0—2= -2,
0 0 0

26. Twierdzenie. Jesli funkcja f : [a,b] — R jest ciagla i przyjmuje tylko wartosci nieujemne, to catka

b
/ f(z)dz jest réwna polu obszaru ograniczonego od dotu osia odcietych, od géry wykresem funkeji
fO: z lewej strony prosta x = a, a z prawej prosta x = b.

Dla dowodu w rozwigzaniu zadania o polu pod sinusoidg omawianym na poczatku wyktadu wsta-
wiamy funkcje f zamiast funkcji sinus.

27. Przyktad. Wyprowadzimy wzor na pole kota o promieniu 1. Obliczymy pole gérnej potowy kota o
srodku w punkcie (0, 0). Pétkole to jest ograniczone z géry wykresem funkeji /1 — 22, x € [—1, 1], ob-

1 1
liczymy wiec catke / V1 — x2dx. Calke te obliczymy jak w punkcie 15: / V1—x%dx = (i sin 2t +

-1 -1

)|7_r/7r2/2 . Zatem cale kolo ma pole 7.

28. Uwaga. Jesli funkcja f : [a,b] — R jest ciagta i przyjmuje wartosci nieujemne na pewnych przedzia-
b
tach, a ujemne na innych, to interpretacja caltki / f(z)dz jako pole miedzy wykresem funkcji f a

osig odcietych pozostaje prawdziwa, jesli pola czgéaci lezacych ponizej osi odcietych bedziemy liczy¢
ze znakiem minus.

27
29. Przyklad. / sinzdr = — cos z|3™ = 0.
0

30. Twierdzenie. Jedli funkcje d, g : [a,b] — R sa ciagte i dla kazdego = € [a,b] zachodzi nieréwnosé
b

d(x) < g(x), to catka / g(x) — d(z)dz jest rébwna polu obszaru ograniczonego od dotu wykresem
funkcji d, od géry wykresem funkcji g, z lewej strony prosta x = a, a z prawej prosta x = b.

Dowdd. Jesli obie funkcje d, g przyjmuja na [a, b] tylko wartosci nieujemne, to pole obszaru miedzy
ich wykresami otrzymamy odejmujac pole pod wykresem d od pola pod wykresem g. Zatem wtedy
teza zachodzi. Jesli pewne wartosci funkcji d lub g sa ujemne, to dodajemy do funkcji g i d taka
liczbe ¢, zeby obie te funkcje mialy dodatnie wartosci na przedziale [a,b]. Wykresy sie przesuna do
géry, a pole obszaru zawartego pomiedzy nimi sie nie zmieni. Réznica g(z) — d(x) tez sie nie zmieni,
zatem wtedy teza tez zachodzi.

31. Uwaga. Pamictamy, ze predko$é¢ chwilowa jest pochodng drogi po czasie. Teraz zauwazmy, ze wobec
tego droga jest funkcja pierwotng predkosci. Zatem przebyta droge mozemy ilustrowaé¢ polem pod
wykresem predkosci. Podobnie ma si¢ rzecz dla dowolnej funkcji i jej pochodne;j.

Podamy teraz jeden z wielu przyktadéw zastosowan pomystu oméwionego powyzej.
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Twierdzenie. Objetos¢ bryty powstatej z obrotu wokot osi odcietych obszaru pod wykresem nieujem-

b
nej funkcji f na przedziale [a, b] jest réwna V =7 / f(t)%dt.

Dowd6d. Oznaczmy przez V (z) objetosé czesci tej bryty zawartej miedzy ptaszezyznami x = a,z = 2.
Wtedy V'(2) = hm%. Réznica w liczniku jest objetoscig plasterka grubosci h zawartego mie-
dzy plaszczyznaml x = z,x = z+ h. Dla kazdej liczby h oznaczmy przez H_(h) i H,(h) odpowiednio
najmniejsza i najwieksza warto$¢ funkcji miedzy z, a z+h. Wtedy réznica V(z+h) —V(2) jest zawar-
ta miedzy wh- H_(h)? a wh- H (h)?, zatem iloraz YEH=VE) jest zawarty miedzy liczbami - H_(h)?
a - H(h)% Z ciagtosci funkcji f wynika, ze gdy h — 0, to H_(h) — f(z) oraz Hy(h) — f(z). Z
twierdzenia o trzech funkcjach wynika, ze W — mf(2)% Zatem V'(2) = 7 f(2)?, a to oznacza,
ze funkcja V' (z) jest funkcja pierwotna funkcji m f (z)?. Ponadto funkcja V spetnia warunek V' (a) = 0.

z b
Zatem V (z) = 7r/ f(z)*dw, w szezegdlnosci V (b) = 7T/ f(z)dz.

Przyklad. Kula o promieniu R powstaje z obrotu obszaru pod wykresem funkeji f(x) = vV R? — a2,
R

zatem objeto$¢ tej kuli jest réwna 7r/ R? — 2?dx = m(R*x — 12°|%y) = 3R,
-R

Oprécez caltki z funkeji okreslonej na przedziale [a, b] rozpatruje sie dwa rodzaje catek niewtasciwych.

= b b b
Definicja. / f(z)dz = lim f(z)dz, / f(z)dz = lim f(z)dz (jesli ta granica istnieje).

a b—+o0 Ja a——00 Jg

Definicja. / - f(x)dx = / ’ x)dx + / x)dzx dla dowolnej liczby ¢ € R, jesli obie calki istnieja.

b
Definicja. Jesli lim+f(:v) +o00, to / flz)dz = hh%l-',- f(z)dz, jesli ta granica istnieje.
r—a a — a+h

Podobnie definiuje si¢ catkg niewtasciwa, gdy lim f(z) = 4o0.

Uwaga. Jesli catka niewtasciwa istnieje i jest liczba, to méwimy, ze dana catka jest zbiezna. Jesli
granica nie istnieje lub nie jest liczba, to catka nazywa sie rozbiezna.

00 b
Przyktad. / e “dr = lim f(z)dr = lim (1 —e®) = 1. Oznacza to, ze funkcja
0

b—+o0 Jg b——+400

T dlax > . . . .
flz) = 8 dlz i 2 8’ jest tzw. gestoscig prawdopodobienstwa. Jest to gestos¢ tzw. rozktadu
wyktadniczego.

1
1 1 — | — =
Przyktad. / Sda = lim [ o= lm (2-2Vh) =2

Przyktad. Mozna wykazac, ze / e dr = /7. Calka ta ma duze znaczenie w teorii prawdopodo-

bienstwa.

Twierdzenie. Kryterium catkowe zbieznosci szeregu. Jesli funkcja f : [1,00) — [0, 00) jest malejaca,

to szereg Z f(n) i calka / f(z)dz sa jednoczesénie zbiezne lub jednoczesnie rozbiezne.
1

Przyktad. Zbadamy zbiezno$¢ szeregu Z -, gdzie a > 0 jest dana liczba (por. wyktad 2, punkt 13).

Funkcja f(z) = = jest malejaca na przedmale [1,00) i przyjmuje tylko Wartoéci nieujemne. Calka

/ L dx jest zbiezna, gdy a > 11 jest rozbiezna, gdy 0 < a < 1. Zatem szereg Z L tez jest zbiezny,
1

n=1

gdy a > 11 jest rozbiezny, gdy 0 < a < 1.



