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1. Twierdzenie (reguta de I'Hospitala). Niech f,¢g : (a,b) — R beda funkcjami rézniczkowalnymi,
przy czym g(x) # 0,¢'(z) # 0 dla wszystkich = € (a,b). Jesli 1im+f(x) =0i lim+g(x) =0

lub jezeli lim g( ) = 400, to z istnienia granicy (skonczonej lub nie) 1im+§ ,lg)) wynika istnienie
granicy hm+ g Ex? oraz ré6wnos¢ hm+ ! /Eg = hm+% Twierdzenie jest prawdziwe réwniez dla granic
lewostronnych oraz w przypadkach a = —o00,b = 400, a takze dla granic (obustronnych).

Dowod w przypadku, gdy limJr flx) =0, lim+g(a7) = 0 oraz istnieje granica lim £ (2) — (. Rozsze-

r—a+ /(
rzamy definicje funkcji f i g na przedzial [a,b) okreslajac f(a) = 0,¢g(a) = 0. Z zatozen wynika, ze
(rozszerzone) funkcje f i g sa ciagle na przedziale [a, b) i r6zniczkowalne w (a, b). Chcemy wykazad,

ze lim £&) —

L) = G. Postuzymy sie definicja Heinego granicy funkcji. Rozpatrzmy dowolny ciag (z,,)

o wyrazach z,, € (a,b) zbiezny do a. Wtedy f(in) gg:;:g = J;Eiz; g((a))
zastosowanego do funkcji f i g na przedziale [a, x,] wynika, ze w przedziale (a, x,) istnieje taki punkt
f(@n)=f(a) _ f'(zn)
: - gl@n)=gla) T g'z) " T ) ! . : -
zachodza nieréwnosci a < z, < x,, a poniewaz ciag (z,) jest zbiezny do a, to i ciag (z,) jest zbiezny

7, twierdzenia Cauchy’ego

Zn, %€ zachodzi réwnosé . Dla kazdego wyrazu x,, mamy wiec wyraz z,, przy czym

do a (twierdzenie o trzech ciagach). lim, 772 ) =G, to i llm 58") = G. Oznacza to, ze
nl—lgloo J; Ei:; G, a poniewaz ciag (z,) byt dowolny, zZ deﬁnlCJI Helnego Wymka ze hm+ ! 83 =G.

2. Uwaga. Stosujac regute de I’'Hospitala zaznacza¢ bedziemy spelnienie zalozenia o granicach, a pod

znakiem réwnosci bedziemy pisaé litere H. Prosze zwréci¢é uwage na to, ze zapis lim E ; = lim J; /((g

jest rownoscig tylko wtedy, gdy granica po prawej stronie istnieje. Jesli granica po prawej strome nie
istnieje, nie mozemy twierdzi¢, ze nie istnieje granica po stronie lewej.

3. Przyktad. Obliczymy kilka granic przy pomocy reguty de I'Hospitala, za kazdym razem sprawdzajac

. o . : R . sinz[0] cosz
zatozenia. Niektore z tych granic obliczyliSmy juz poprzednio. hir(l] = [0] hn% =1,
sin2z 01 __ 13, 2cos2x _ 2 s e®—1707 __ 1.6 623 —52°412 7400 __ 1822 —10z __

i%smzm[o] 7 ab3cos3z 3 l{% = Lol T alcli% T =5 zhrfoo S ot Lroc) 77 I zl_{rfoo 671 —

_ . _ . -1
hm%[g] = lim 226 = —2, lim xInz = lim 1“’[+§] = lim 2= = lim (—x) = 0.
r—2 H x—2 z—0+ z—0+% H x—0+ x—0+
7 ciggtodci funkcji wykltadniczej wynika, ze lim 2% = lim e*"% = ¢ = 1.

z—0+ x—>0+
21 ! 21 -1 .

lim xIn*z = im Wlerioo] — iy Eojer _ jy) @a)—col 2 = lim (22) = 0. Zauwaz-
x—0+ —0+ % tool g g0+ ac—>0+ - tool g ox—0+ @ z—0+

my, ze w tym przykladme dwa razy zastosowalismy regute de I’ Hospltala.

4. Definicja. Niech f oznacza funkcje rézniczkowalng na przedziale I. Wtedy druga pochodna (lub
pochodna rzedu drugiego) funkcji f w punkcie zy nazywamy pochodna funkcji f/ w punkcie zy, tzn.
f"(xo) = (f")(xp). Podobnie okreslamy pochodne vvstzych rzgdéw. Pochodng rzedu n funkcji f

oznaczamy symbolem (™. Inne oznaczenie, to LL@ 1yp krécej 4 o iy

dn

5. Przyktad. Niech f(z) = Inz. Wtedy f"(x) = (In'(z))' = (z7') = —2 72

6. Twierdzenie (Drugi warunek dostateczny istnienia ekstremum). Zatézmy, ze funkcja f : (a,b) — R
ma w punkcie ¢ € (a,b) druga pochodna oraz ze f'(c) = 0. Wtedy jesli f”(c) < 0, to funkcja f ma
w ¢ maksimum lokalne, a jesli f”(c) > 0, to funkcja f ma w ¢ minimum lokalne.

7. Przyktad. Sprawdzimy, czy funkcja f(z) = e*lnz — ex ma w punkcie o = 1 ekstremum lokalne.
Obliczamy kolejno pochodne: f/(z) = e"Inz + Le® —¢, f"(z) = e"(Inz + 2 — %), f'(1) =0, f(1) =
e > 0, zatem funkcja f ma minimum lokalne w punkcie zy = 1.

8. Definicja. Niech I oznacza przedzial. Funkcja f : I — R nazywa sie wypukla (odp. wklesta) jesli dla

dowolnych liczb a,b € I,a < b, zaden punkt czesci wykresu funkcji f miedzy punktami (a, f(a)) i
(b, £(b)) nie lezy lezy powyzej (odp. ponizej) odcinka taczacego te punkty.
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9.

10.

11.

12.
13.

14.

15.

16.

17.

Przyklad. Funkcja modut f(z) = |z| jest wypukla. Funkcja f(z) = az? jest wypukla, jedli a > 0 i
jest wklesta, jesli a < 0.

Twierdzenie. Funkcja rézniczkowalna f : I — R jest funkcja wypukta wtedy i tylko wtedy, gdy jej
pochodna f’: I — R jest funkcjg niemalejaca.

Twierdzenie. Funkcja dwukrotnie rézniczkowalna f : I — R jest funkcja wypukla wtedy i tylko
wtedy, gdy jej druga pochodna f” : I — R jest funkcjg nieujemng.

Uwaga. Analogiczne twierdzenia zachodza dla funkcji wklestych.

Przyktad. Funkcja wyktadnicza e* jest wypukta, bo jej druga pochodna e* jest dodatnia, a funkcja
logarytmiczna In x jest wklesta, bo jej druga pochodna —x% jest ujemna.

Przyktad. Znajdziemy przedziaty wklestosci i przedziaty wypuklosci funkeji f(z) = In® z. Dziedzing
jest potprosta (0, 400). Obliczamy pochodne: f'(z) = 2L f7(z) = 2202 /(1) > (0 <= Inz <

€T Y

1 < =z < e. Zatem funkcja f jest wypukta na przedziale (0,e) i wklesta na przedziale (e, +00).

Definicja. Liczba ¢ € (a,b) nazywa sie punktem przegiecia funkcji f : (a,b) — R wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieje taka liczba ¢ > 0, ze na jednym z przedziatéw (¢ — J;¢), (¢;c+0) funkcja f jest wklesta,
a na drugim wypukta. Punkt (¢, f(c¢)) nazywa sie wtedy punktem przegiecia wykresu funkcji f.

Przyktad. Liczba 0 jest punktem przegiecia funkcji x®, a punkt (0,0) jest punktem przegiccia jej
wykresu.

Aby naszkicowaé wykres funkcji zadanej wzorem, wykonuje si¢ najpierw obliczenia, ktére pozwolg
naszkicowac ten wykres tak, zeby istotne wtasnosci byty mozliwie doktadnie przedstawione. Wyko-
nywanie tych obliczen nazywa sie badaniem funkcji.

Badanie przebiegu zmiennosci funkcji f, schemat postepowania:

(a) Wyznacz dziedzine funkcji f.

(b) Wyznacz punkty przeciecia wykresu funkcji f z osiami wspoétrzednych (o ile dasz rade, nie
zawsze jest to mozliwe).

(c) Zbadaj parzystos¢, nieparzystos¢, okresowosé¢ (mozna ten punkt pominaé, natomiast jesli stwier-
dzimy, ze funkcja ma ktoras z tych wlasnosci, mozemy zaoszczedzi¢ sporo pracy w dalszym ciggu
rozwiazania).

Oblicz granice na krancach dziedziny.
Zbadaj istnienie asymptot i znajdz ich réwnania.

Oblicz pochodng funkcji f oraz wyznacz dziedzing tej pochodne;j.

Oblicz druga pochodng funkcji f oraz wyznacz jej dziedzine.
Rozwiaz rownanie f”(x) = 0, nier6wnosé¢ f”(x) > 0 oraz nieréwnosé f”(z) < 0.

)
)
)
(g) Rozwiaz réwnanie f'(z) = 0, nieréwnos¢ f’'(z) > 0 oraz nieréwnos¢ f’(z) < 0.
(h)
)
) Wypemij tabelke przebiegu zmiennosci funkcji f.
)

wych” punktach.
(1) Narysuj uktad wspétrzednych (najlepiej z réwnymi jednostkami dltugosci na kazdej z osi).
(m) Zaznacz asymptoty, istotne punkty oraz kawatki stycznych w istotnych punktach.

(n) Naszkicuj wykres funkcji f posuwajac sie od jednego istotnego punktu do drugiego dbajac o to,
zeby byt styczny do kawatkéw stycznych i zeby miat ksztatt zgodny z danymi z tabelki.
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18.

Zbadamy teraz przebieg zmiennosci funkcji i naszkicujemy wykresy kilku funkcji:
Przyklad. f(z) = & — 3. Dziedzing jest zbiér Df = (—o0,0) U (0, +00).
Wykres nie przecina osi rzednych, a o$ odcietych przecina w punktach (—+v/27,0), (v/27,0).

Funkcja jest parzysta, zbadamy ja na przedziale (0, +00), a nastepnie odbijemy cze$é wykresu wzgle-
dem osi rzednych i w ten sposob uzyskamy reszte.

li = li = —o00.
M f (@) = oo, lig f(z) = —o0
Zatem funkcja f ma asymptote pionowa z = 0 i nie ma innych asymptot pionowych, bo jest ciagta
w kazdym punkcie x # 0.

Poniewaz lim @ =

T—-+00

400, to nie ma rowniez asymptot ukos$nych.

Funkcja pochodna f'(z) = %2 4 & = %
f'(x) > 0 dla wszystkich x > 0.

z? xt— z—3)(z z?
F(x) = % _ 3;127) _ 2 914162 _ 2 3)(9;3)( +9) dla 2 € Df.

Dla z > 0 mamy: f"(z) =0 < z = 3.
Dla x > 0 mamy: f"(z) >0 <= z € (3,4+00), a f"(z) <0 < z € (0,3).

jest okreslona na catym zbiorze Df.

Ustawiamy w porzadku rosnacym (lub zaznaczamy na osi liczbowej) istotne punkty, tzn.: punkty
zerowania pierwszej lub drugiej pochodnej, punkty nieciagtosci, nierézniczkowalnosci, punkty bedace

krancami przedziatéw okreslonosci: 0 < 3. p 0,3) [ 3] (3, 100)
Zebrane informacje na temat znaku pierwszej i drugiej po- (@) T+ % T
chodnej umieszczamy w tabelce. Przeznaczamy w niej po () — T
jednej waskiej kolumnie dla kazdego istotnego punktu. Dla @) | — % >

przedziatéw przeznaczamy szerokie kolumny.
Szkicujemy osie uktadu wspoétrzednych i zaznaczamy na nich skale. Nanosimy asymptoty (w tym
przyktadzie jest jedna, pionowa, zaznaczona na zielono) oraz jedyny istotny punkt o odcietej x = 3
po prawej stronie osi rzednych i odcinek stycznej do wykresu w tym punkcie. Punkt ten i odcinek
stycznej odbijamy symetrycznie na strone lewa.

Poniewaz w danym przypadku jest mato istotnych punktéw, to dodajemy jeden = 9 (i symetryczny
z nim x = —9. obliczamy wartosci funkcji w tych punktach f(9) = f(-9) =9 — s%'

Nastepnie szkicujemy wykres od jednego istotnego punktu do nastepnego dbajac o to, by w tych
punktach wykres byt styczny do zaznaczonych kawatkow stycznych oraz o to, by jego ksztalt byt
typu wskazanego w dolnym wierszu tabelki.

f(x)=x2/9-3/x2 f(x)=x2/9-3/x2
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19.

Przyktad. g(z) = (ggff’. Dziedzing jest caty zbior liczb rzeczywistych.

Wykres przecina o$ rzednych w punkcie (0, —8), a o$ odcietych w punkcie (2,0).
Nie stwierdzamy parzystosci, nieparzystosci ani okresowosci.

lim g(z) = —o0, 11111 g(z) = 4o0.

T——00

Funkcja jest ciagta na R, wiec nie ma asymptot pionowych.

Asymptota uko$na (w —oo oraz w +00) ma réwnanie y = x — 6.

(—2)2(z+1) (x+3)
G2

§J(x)=0 < xz=-3lubx=—-1lubz=2.
g (x)>0 < z€(-00,-3)U(-1,2)U(2,+x),ad(x) <0 < z € (-3,-1).

g”(x) _ 2(9672)((21:211214{316171) dla z € R,

Funkcja pochodna ¢'(x) = jest okre$lona na catym zbiorze R.

() =0 <= z=2lba =10, := 3~ 15luba =y := 3 ~ .1,
§"(x) >0 <= x € (r1,22) U (2,+00),a ¢"(x) <0 <= x € (—o0,x1) U (23,2).
Porzadkujemy istotne punkty —3 < xy ~ —1.5 < —1 < x5 ~ 0.1 < 2 oraz wypeliamy tabelke.

x | (-00,=3)| =3 | (=3,z1) ) (x1,—=1) | =1 | (=1,z9) To (22,2) | 2 | (2,400)
J'(z) + 0 — ~ —0.9 — 0 + ~ 12 + 0 +
9" (z) - - + + - +
g(z) /’ —125| T [ ~-132] o -135| A4 | ~-73| ~— |0 A

20.

Szkicujemy osie uktadu wspotrzednych i zaznaczamy na nich skale. Nanosimy asymptoty oraz istotne
punkty i odcinki stycznych w tych punktach. Nastepnie szkicujemy wykres od jednego istotnego
punktu do nastepnego dbajac o to, by w tych punktach wykres byt styczny do zaznaczonych kawatkow
stycznych oraz o to, by jego ksztaltt byt typu wskazanego w dolnym wierszu tabelki.

g(x)=(x-2)3(x2+1) g(x)=(x-2)3/(x2+1)2
T T T T T T T T
3+ i 3b i
0 0
3+ : 3r :
6| . 6 - .
CR= . 9k .
12 - o T 12 - T
-15 B 215 - J
L L 1 1 L 1 L 1 1 1 1 1
9 6 3 0 3 6 9 -9 6 3 0 3 6 9
x x

Przyktad. h(z) = (z* — 422 + Tz — 6)e*. D = R.

Rozktadamy wielomian na czynniki: 2® —42? +7x — 6 = (v — 2)(2? — 22+ 3). Pierwszy czynnik zeruje
sie w punkcie z = 2, drugi nie ma miejsc zerowych. Poniewaz e* > 0 dla kazdej wartosci x € R,
to wykres funkcji h(z) przecina o$ odcietych w punkcie (2,0), a o$ rzednych w punkcie (0, —6) (bo
h(0) = —6).
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Nie stwierdzamy parzystosci, nieparzystosci ani okresowosci.

3 2 2
lim A(z) = lim % =feit7e—61—c0] _  [j 3z =8at7r4o0] _ |jy 62=8[=) — |j;y; —6_ —
T——00 ( ) T——00 e~® [Jroo] H zo—-c0 —€°° [700] H z——c0 € ” [Jroo] H z——c0—€¢ " !
lim h(z) = +o0.
r—-+400

Wykres nie ma asymptot pionowych, bo funkcja h jest ciagta na R. Prosta y = 0 jest asymptotg w
—00, bo lim h(x) = 0. Asymptoty ukosnej w +oco brak, bo lim @ = +o00.

=400
Funkcja pochodna W' (z) = (23 — 22 — x4+ 1)e® = (x — 1)*(z + 1)e” jest okreslona na R.
W(z)=0 < z=1lubz=—1.
W(x) >0 <= ze€(-1,1)U(l,400),a h/(z) <0 <= z € (—o0, —1).
n'(x) = (23 4 222 — 3x)e” = (v — 1)z(z + 3)e® dla z € R,
h'(z) =0 <= z = —-31lub 20 lub x = 1.
h'(z) >0 <= z € (=3,0)U(l,40), a f'(z) <0 < z € (—00,—-3)U(0,1).

Istotne punkty to: —3,—1,0, 1, wartosci funkcji i jej pochodnej w tych punktach: h(—3) = —90e™3 ~
—4.5,h(—1) = 18! =~ —6.6,h(0) = —6,h(1) = —2e ~ —5.4;1/(—3) = —32¢7® ~ —1.6,1/(—1) =
0,A'(0) =1,R'(1) = 0.

Wypehiamy tabelke.

z (00, 3)] 3 [(3,-1] 1 [(LOJ0 ][00 1 [+
h'(z) — ~ —1.6 - 0 + 1 + +
R (z) - + + - +
h(x) ™ ~ —4.5 o ~—66| 4 |—-6| 7 |~-54 A

Szkicujemy osie uktadu wspoétrzednych i zaznaczamy na nich skale. Nanosimy asymptote pozioma
oraz istotne punkty i odcinki stycznych w tych punktach. Nastepnie szkicujemy wykres od jednego
istotnego punktu do nastepnego dbajac o to, by w tych punktach wykres byt styczny do zaznaczonych
kawaltkow stycznych oraz o to, by jego ksztatt byt typu wskazanego w dolnym wierszu tabelki.

h{x)=(x"3-4x"2+7x-6)e” x h(x)=(x"3-4x"2+7x-6)e™x

2 2
Q 0
2 - - 2 |
4 - B 4 - B
6 - _7//4_ q 6 - B




