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10.

Definicja. Funkcja f okreslona na przedziale D nazywa sie ciagta w punkcie xg € D wtedy i tylko
wtedy, gdy lim f(x) istnieje oraz lim f(x) = f(zo). Funkcja f nazywa sie lewostronnie ciagta w
T—2X0 T—x0
punkcie o € D wtedy i tylko wtedy, gdy lim f(x) istnieje oraz lim f(z) = f(x¢). Funkcja f
T—x0— T—To—
nazywa sie prawostronnie ciggta w punkcie zq € D wtedy i tylko wtedy, gdy lim+ f(z) istnieje oraz
r—x0

lim f(z) = f(xo).

r—x0+

Definicja. Funkcja f okreslona na przedziale D nazywa sie ciggta na tym przedziale wtedy i tylko
wtedy, gdy f jest ciagta w kazdym punkcie tego przedziatu (a w punktach na krancach jednostronnie
ciagta — o ile te krance nalezg do przedziatu).

. Przyktad. Funkcje % oraz tgx sg ciggle w kazdym punkcie swoich dziedzin.

. Twierdzenie (wtasnosci funkcji ciagtych).

a. Suma, roznica, iloczyn, iloraz i ztozenie funkcji cigglych jest funkcja ciagta.

b. Funkcja rosnaca i ciagta na przedziale (lub malejaca i ciagta) ma funkcje odwrotna, ktora tez jest
funkcja ciagta.

c. Wielomiany, funkcje trygonometryczne, logarytmiczne i wyktadnicze sa funkcjami ciaglymi.

d. Jedli funkcja f jest ciagla na przedziale D oraz f(zo) > 0 dla pewnego zo € D, to istnieje taka
liczba 0 > 0, ze f(x) > 0 dla wszystkich x € (xg — 0,z + 9).

. Wniosek. Jedli ciag (a,) jest zbiezny do granicy a, a ciag (b,) jest zbiezny do granicy b i nie jest

prawda, ze a = b= 0 ani ze a = +00,b = 0 ani a = 1,b = Fo00, to ciag (a’) jest zbiezny do a’.

bn

Dowdd. Zapisujemy ”klopotliwa potege” a’* jako potege o podstawie e: abr = ePr o teza wynika z

ciggtosci funkcji wyktadniczej i funkcji logarytmiczne;j.

2n—3
. Przyklad. Znajdziemy granice lim (1 + —2Z=2-)4n: (1 4 23 )in = M) 68 bo

n245n+1 n245n+1
2n—3 2n—3
dn 111(1 4 2n—3 ) _ 4nln(1+n2+5n+l) . _2n-3 a ln(1+n2+5n+1) —1i 4n(2n—3) -8
n2+5n+1/ 22"*3 n2+5n-+1" 722"’3 n2+5n-+1 :
n2+5n+1 n2+5n+1

. Twierdzenie. Zbiér wartosci funkcji ciggtej okreslonej na przedziale jest przedziatem lub zbiorem jed-

nopunktowym. Inaczej méwiac, kazda funkcja ciggta f na przedziale [a, b] ma nastepujaca wasnosé
Darboux: dla dowolnej liczby z lezacej miedzy f(a) a f(b) istnieje taki punkt ¢ € [a, b], ze f(c) = z.

. Whniosek. Kazdy wielomian w nieparzystego stopnia ma pierwiastek rzeczywisty.

Dowéd. Jedli w(z) = apa™+a,_ 12" ' +...+ag jest wielomianem, a jego stopiefi jest liczba nieparzysta
oraz np. a, > 0, to 1ir+n w(x) = 11111 (A + "+ %) = foooraz lim w(x) = lim 2"(a,+
el .+ 98) = —o0. Z tego wynika, ze dla pewnych punktéw xg, 21 mamy w(zg) < 0, w(x1) > 0.
Wielomian w jest funkcja ciggla, wiec ma wtasnosé Darboux, zatem w pewnym punkcie lezacym
pomiedzy wspomnianymi punktami ma wartos¢ 0. Gdy a,, < 0, to dowod jest podobny.

. Twierdzenie Weierstrassa. Funkcja ciggta na przedziale domknietym i ograniczonym przyjmuje w

pewnych punktach tego przedziatu swoja warto$¢ najmniejsza i swoja wartos¢ najwieksza. Doktad-
niej, jezeli funkcja f jest ciagta na przedziale [a,b], to istnieja takie punkty c¢,d € la,b], ze dla
wszystkich = € [a, b] zachodza nieréwnosci f(c) < f(x) < f(d).

Zaltozenia o przedziale oraz funkcji sa konieczne, o czym swiadcza przyktady funkcji ciagtej f(z) = x
|z| dla z € (—1,0) U (0, 1),
1/2dlax € {-1,0,1}
okreslonej na przedziale domknietym [—1, 1]. Obie te funkcje nie przyjmuja swoich wartosci najwiek-
szych i najmniejszych.

okreslonej na (niedomknietym) przedziale (0, 1) i funkeji nieciagtej g(x) = {



Wprowadzenie do matematyki I, wyklad 4, ciagtosé, pochodna 1, 10.03.2025 2

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Przypomnienie. Niech D C R bedzie dowolnym podzbiorem i niech f: D — R bedzie funkcja okre-
slona na D. Wtedy D nazywa si¢ dziedzing funkcji f, elementy dziedziny nazywaja si¢ argumentami
funkeji f. Wykresem funkcji f nazywa si¢ zbior punktéw plaszezyzny postaci (z, f(x)), gdzie x € D
jest dowolnym argumentem funkcji f.

Przyktad. Wykresem funkcji liniowej f(x) = ax+b jest linia prosta. Wspétezynnik kierunkowy a jest
rowny stosunkowi przyrostu wartosci funkeji f na przedziale do dtugosci tego przedziatu. Mierzy on
szybko$¢ wzrostu (lub malenia, jesli jest ujemny) funkcji f. Pochodna, o ktérej teraz bedzie mowa,
peli podobng role w odniesieniu do znacznie bardziej ogdlnych funkcji niz funkcja liniowa.

Definicja. Niech a < zy < b beda liczbami i niech f oznacza funkcje okreslong na zbiorze zawieraja-

cym (a,b). Pochodna f'(x) funkcji f w punkcie zy nazywamy granice }L%M Stosuje sie
daf

tez oznaczenie 7 (xo).

Przyktad. Obliczymy z definicji pochodng funkcji f(z) = x* w punkcie zo = 1: f/(1) = Jim =1

h—o I
}llir%QHh = 1 m(2 +h) =2.

Uwaga. Pochodna funkcji f w punkcie x moze nie istnie¢, moze tez by¢ réwna +oo lub —oco. Jesli
pochodna istnieje i jest liczba, to funkcja f nazywa sie wtedy rozniczkowalna w punkcie z. Funkcja
f : (a,b) — R nazywa sie rézniczkowalna w przedziale (a,b), jesli jest rézniczkowalna w kazdym
punkcie tego przedziatu. Jesli funkcja f jest rézniczkowalna w przedziale (a, b), to przyporzadkowanie
x +— f'(x) okresdla funkcje pochodng f’ funkcji f.

Twierdzenie (o pochodnych funkcji elementarnych).

(2%) = az® ! dla a € R i dla dowolnego punktu z z dziedziny funkcji z¢;
. (sinz) =cosz dla z € R;

. (cosz) = —sinz dla x € R;

. (") =e" dlax € R;

. (nz) =1daz>0.

T W N =

, . s . sin(z+L2+2)—sin(a+2-2 . 2s cos(z+ . sin(Z
Dowdd. 2. (sin z) = lim St —sint) _ 35, sin(a+3+3) st —3) _ iy 28 eos@td) _ sin(2) cos(z+
n D I b
h—0 h—0 h—0 h—0 2

%) = cosz, bo pierwszy czynnik dazy do 1(wazne granice), a drugi do cosx (ciagto$é funkeji cos).

Podobnie dowodzi sie 3.

N e th_er 1. e (h=1) _ o . .
4. () = hﬂ%i}z = }ZILI(I) e — = ¢e” (wazne granice).
: - . Inzth . In(1+2 . .
5. (Inz) = lim2ethne _ 3, Mo lim 20te) 11 (znowu wazne granice).
h—0 h h—0 P h—0 3 v @
. . . . In(z+h)_ ,aln: . aln(1+i,)_
1. Niech a € R bedzie dowolna liczba. (z*)" = (e‘“”)’ = }ILII%W = lim ealne . et =l —
: alnz | O+ g i hl(“"%)l — eolnz a® . L — a—1 J ;
}ILILT(lJ e i+ E) ey = -1-1- ~ =az"""' (dwa razy wazne granice).
Whiosek. 1. ¢ = 0 dla dowolnej stalej ¢ € R.2. (a®) = a®Ina dlaa > 0,a # 1.3. (log, z) = - dla

a>0,a# 1.

Dowdd. 1. Niech ¢(z) = ¢, wtedy ¢(x) = }llinéw = }llirr(l)% = }llir%% = 0. 2, 3. Cwiczenie.

Twierdzenie. Funkcja rézniczkowalna w punkcie x jest ciggta w punkcie x.
x+h) f(z)

Dowdd. Skoro funkcja f jest rézniczkowalna w punkcie z, to granica f'(x) = }lLir% istnieje i
jest liczba. Zatem }Lirr(l)(f(x—i—h)—f(x)) = hm h- M =0-f'(x) = 0. Zatem Ilzirr(l)f(x—i-h) = f(x),

czyli lim f(2) = f(z).
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20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

Twierdzenie (o arytmetycznych wlasnoséciach pochodnej). Niech dane beda funkcje f, g : (a,b) — R,
rozniczkowalne w punkcie = € (a,b) i niech ¢ € R. Wtedy:

L (f+g)(x) = f'(2) £ ¢'(x);

2. (cf)(x) = c- f'(x);

3. (f9)'(2) = f'(2)g(z) + f(2)g'(2);

4. jesli g(x) # 0, to (L) (z) = Lo @)

Dowdd réwnosci 11 3, dwie pozostate zostawiam jako ¢wiczenie.

L (f+9)(z) = lim Uta)ath=( o)) lim feth)—fa) tale+h)—ale) _ lim St fa) +lim sloth)gle) _
f'(@) + g'(x).
Mo\ — 1 (fg)(r+h) U@ _ 131, fE+h)gl@+h)—f(z)g(@+h)+f(z)g(z+h)—f(z)g9(x) _
3. (f9) (m)h lim = lim h 7
i A=A ) i) ) — (e + (0.
Przyktad.

1. (22 +lnx—1) (x?) + (lnx) =22+
) 5(x%) =5 3z% = 152%;

2. (5
3. (#?sinz) = (2?) sinx + (Slnw) = 2z sinz + 2% cos x;
4. (ﬁ) (e*) -z—e®x’ _ eTp—e® __ ez(x—l).

2 2 2

Niech f: X — Y., g:Y — Z bedg dowolnymi funkcjami. Przypomnijmy, ze ztozeniem funkcji f oraz
g nazywamy funkcje g o f okreslona wzorem (g o f)(z) = g(f(x)) dla z € X. Funkcja g nazywa sie
funkcja zewnetrzna, a funkcja f funkcjg wewnetrzna.

Przyklad. Jedli f(z) =sinxz, a g(x) = €%, to (go f)(x) = ™% a (f o g)(x) = sin(e?).

Twierdzenie (o pochodnej zlozenia). Niech dana bedzie funkcja f : (a,b) — (¢, d) rézniczkowalna w
punkcie z € (a,b) oraz funkcja g : (¢, d) — R rézniczkowalna w punkcie f(z) € (¢, d). Wtedy funkcja
g o f, okreslona wzorem (g o f)(z) = g(f(x)), jest rézniczkowalna w punkcie x oraz (g o f)'(z) =
7(f@) - ).
Dowéd. (g o f) (@) = lim (go)ath)~(gol)(x) _ }llii%g(f(wrh)})b—g(f(w)) _ %%g<f;?;fz§:?2£§x)> =)
g'(f(x)) - f'(@).

Przyklad. Znajdziemy funkcje pochodna funkcji v/322 + x + 1. Funkcja zewnetrzna jest g(z) = /x =
212, a funkcja wewnetrzng f(z) = 322 + x + 1. Pochodne tych funkcji sa réwne: ¢'(z) l r1/? =

sy ['() = 62+ L. Zatem (V322 + 2 +1) = (go f)(x) = ¢(f(2)) - f'(2) = 55z - (3?+1)

Twierdzenie. Niech f : (a,b) — (¢, d) bedzie ciagla funkcja roznowartosciowa przeksztatcajaca (a,b)
a (c,d), ktéra ma pochodna w punkcie x € (a,b) i to rézna od 0. Wtedy funkcja f~! jest réznicz-
kowalna w punkcie f(x) oraz (f~1)(f(x)) = +

[
Przyktad. Funkcja tangens traktowana jako funkcja tg : (=3, %) — R ma funkcje odwrotng arcus
tangens, arctg : R — (—7%,75). Mamy wtedy réwnos¢ arctg(tg(z)) = z dla kazdego v € (-7, 7).

Rézniczkujac ja stronami ze Wzglgdu na zmienng x otrzymujemy rownosc arctg’ tg(zx tg'(x) =1,
zatem arctg’(tg(r)) - —5— = 1. Wynika z niej, ze arctg’ (tg:c) = cos?x = Cos_ 1

cos? x cos2 ztsin?z 1+tg2x”
w ktorej mozemy zmieni¢ ¢t na x i

Podstawiajac t = tgx otrzymujemy réwnos$é arctg’(t) =
dostaé arctg'(x) =

e
1

1422

Przyklad. Funkcja sinus traktowana jako funkCJa sm [—Z,Z] — [1, 1] ma funkcje odwrotna arcus

s

272

sinus, arcsin : |—1,1 T ) oraz arcsin’(z) = Sprawdzenie zostawiam jako ¢wiczenie.
’ ’ T 202 \/W




