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. Definicja (Heinego granicy funkcji w punkcie). Niech a < xy < b beda liczbami rzeczywistymi i

niech f oznacza funkcje okreslona na zbiorze zawierajacym (a,xo) U (z9,b). Niech g bedzie liczba
rzeczywistg lub jednym z symboli —oo, +o0o. Mowimy, ze funkcja f ma w punkcie xy granice réwna
g wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego ciagu (z,) punktéw x, € (a,zo) U (xo,b) zbieznego do zg
zachodzi rownos¢ lim f(z,) = g. Piszemy wtedy a:h—g;lo flz)=g.

. Uwaga. Funkcja f moze (ale nie musi) by¢ okreslona w punkcie xy. Nawet jesli f ma wartosé¢ w

punkcie xy, to ta warto$¢ nie ma wpltywu na jej granice, bo w definicji granicy rozpatrujemy tylko
ciggi o wyrazach réznych od xg.

23:% —Tn+4
1‘%+$n

Przyktad. hm 207 f;"‘ = 3, bo dla dowolnego ciggu punktéw z, # 2 zbieznego do 2, ciagg

ma granice 3 (por tw. o operacjach algebraicznych dla ciagow).

Przyktad. hrr}l \/i” 212 = 28, bo dla dowolnego ciagu punktow z,, # 4 zbieznego do 4, lim Tt 12

e V-2
i @n=D@+3)(/F+D) _ og
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72 T

dla dowolnego ciggu z,, — 0 o wyrazach réznych od 0, poczawszy od pewnego miejsca, zachodza

Przyktad. lir%ﬁ% =1, bo dla z € (—%,0) U (0,5) zachodzi nieréwno$¢ v/1 — 2% < 3£ < 1, zatem

nieréwnosci (/1 — 22 < ®22 < 1, z twierdzenia o trzech ciggach wynika wiec, ze ®2%2 — 1.
n n

Definicja (Heinego granicy funkcji w nieskonczonosci). Niech a bedzie liczba rzeczywista i niech f
oznacza funkcje okreslona na zbiorze zawierajacym przedzial (a, +00). Niech g bedzie liczba rzeczy-
wista lub jednym z symboli —oo, +00. Méwimy, ze funkcja f ma w +oo granice réwnag g wtedy i
tylko wtedy, gdy dla kazdego ciagu (z,) punktéw z, € (a,o0) rozbieznego do 400 zachodzi réwnosé
T}Ll’glo f(x,) = g. Piszemy wtedy xkrfoof(x) =

Przyktad. xEmOO jif = —2, bo dla dowolnego ciggu x,, — 0o o wyrazach réoznych od —4, z twierdzenia

. . . . 3 3—2x,
o operacjach algebraicznych wynika wigc, ze - 2

Definicja (Heinego granicy funkcji w minus nieskonczonosci). Niech a bedzie liczba rzeczywista i
niech f oznacza funkcje okreglona na zbiorze zawierajacym przedzial (—oo, a). Niech g bedzie liczba
rzeczywista lub jednym z symboli —oo, +00. Méwimy, ze funkcja f ma w —oo granice réwna g wtedy
i tylko wtedy, gdy dla kazdego ciagu (x,) punktéw z, € (—o0,a) rozbieznego do —oo zachodzi
réwnos¢ lim f () = g. Piszemy wtedy xgmm flz)=g.

Granice funkcji mozna okresli¢ inaczej. Ponizej podaje tylko przypadek szczegdlny granicy wiasciwej
w punkcie. W podobny sposéb mozna zdefiniowa¢ granice w innych przypadkach.

. Twierdzenie (definicja Cauchy’ego granicy funkcji w punkcie). Niech a < xy < b oraz g beda liczbami

rzeczywistymi i niech f oznacza funkcje okreslona na zbiorze zawierajacym (a, xo)U (o, b). Przy tych
zalozeniach lim f(z) = g wtedy i tylko wtedy, gdy Ves03s-0Vs [0 < |z — xo] < d = |f(z) — g] < €]
—X0

W ponizszym twierdzeniu, analogicznym do twierdzenia dla ciaggow, stosujemy umowe dotyczaca
dziatan na symbolach nieskonczonych.

Twierdzenie (o nieréwnosciach i dziataniach algebraicznych na granicach). Niech a < zy < b be-
da liczbami rzeczywistymi. Zatézmy, ze funkcje f,g,h sa okredlone na zbiorze A zawierajacym
(a, o) U (x0,b). Wtedy:

a) Jedli lim f(z) =ci lim g(z) = d oraz Veeaf(z) < g(x), to ¢ < d.
T—TQ T—T0

b) Jesli lim f(x) =c= lim h(z)iVeeaf(z) < g(x) < h(z), to lim g(z) = c.
T—T0 T—x0

Tr—XT0

c) Jedli funkcje f i g maja granice w punkcie zg i nie jest prawda, ze jedna z granic lim f(zx), lim g(z)
T—XT0

T—x0
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jest réwna 400, a druga —oo, to lim (f + g)(x) = lim f(x) + lim g(x).
T—x0 T—x0

T—T(
d) Jedli funkcje f 1 g maja granice w punkcie z i nie jest prawda, ze jedna z granic lim f(x), lim g(x)
T—T0 T—x0

jest réwna 0, a druga +oc lub —oo, to lim (f cg)(x) = hm f(z) - lim g(z).
T— T—T0

e) Jesli funkcje f i g maja granice w punkcie x, hm g( ) # 0 i co najwyzej jedna z granic
(I)

. . flx) x—wo
wlLIgO f (x),zlggo g(x) jest nieskoniczona, to mll—>rrm10 o) = Tim e
T—T0

Twierdzenie (wazne nieréwnosci). a) Zachodza nieréwnosci: 1 + z < ¥ < ﬁ: lewa dla wszystkich
z € R, prawa dla x < 1. b) Dla wszystkich x > —1 zachodza nieréwnosci: {7 <In(l+z) <z
Dowdd. a) Dla x < —1 lewa strona jest niedodatnia, a srodkowa (czyli €”) dodatnia, zatem lewa
nier6wnos¢ jest prawdziwa. Dla x > —1 cigg ((1+7)") jest rosnacy, wigc jego granica e” jest wigksza
od pierwszego wyrazu 1+ x. Zatem nieréwno$¢ 1+ x < e* zachodzi dla wszystkich liczb x € R. Gdy
wstawimy do niej —x zamiast x, otrzymamy 1 —x < e *, tzn. 1 — 2z < e% Dla x < 1 ta nieréwnos¢
jest rownowazna z e < ﬁ Prawa nieréwnos’é z punktu a) jest wiec udowodniona. b) Logarytmuj@c
stronami nieréwnodci 1+ < e*,e” < 1= otrzymujemy nieréwnosci In(1+2z) < z,2 < In 7 (zwrot
sie zachowal, bo logarytm naturalny Jest funkcja rosnaca). Lewa z otrzymanych nlerownosa daje
prawa nier6wnoscé z punktu b). W prawej ZaStOSUJIny takie podstawienie, zeby 1 +y = . To jest
rownowazne z r = m Otrzymujemy wiec ﬁ < In(1 + y). Zmieniamy w niej y na x 1 dostajemy
lewa nieréwnosé¢ z punktu b).

Twierdzenie (o waznych granicach). a) limS2% = 1, b) im <=L =1, c) limw = 1.

z—0 T z—0 T z—0

Przykiad. lim (1 +1)* = lime" m(+3) = ¢l = ¢, bo 2 - In(1 + 1) = (l%l) — 1. Skorzystalismy tu

z waznej granicy c) (bo X ~ — 0, gdy * — o0) oraz cigglodci funkcji wykladnlczej e” (o ktorej bedzie
mowa na nastepnym wyktadzie).

Przyktad. Niech a > 0,a # 1. Wtedy hm = il_}() 1;{;;1 -lna =na.
Przyklad. Niech a > 0,a # 1. Wtedy lim loga(142) _ iy oUte) _ 1

20 (Ina)x Ina

zln2 —1

Przyktad. nhngon({’/§— 1) = nhrgo 11 ““11n2 =1n2, bo hm —5 In2=1In2
Definicja. Niech xq < b beda liczbami rzeczywistymi, niech f oznacza funkcje okreslong na zbiorze

zawierajacym (xo, b) oraz niech g oznacza liczbe lub jeden z symboli —oo, +00. Méwimy, ze funkcja f
ma w punkcie xy prawostronng granice rowna g wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego ciagu punktow
T, € (x9,b) zbieznego do xg zachodzi réwnosé lim f(z,) = g. Piszemy wtedy lim+ flz)=g.

n—oo Tr—xTQ

Definicja. Niech a < z(y beda liczbami rzeczywistymi, niech f oznacza funkcje okreslong na zbiorze
zawierajacym (a, xo) oraz niech g oznacza liczbe lub jeden z symboli —oo, +00. Méwimy, ze funkcja
f ma w punkcie zy lewostronng granice rowng g wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego ciggu punktow
x, € (a,xq) zbieznego do xg zachodzi réwnosé nlggg f(z,) = g. Piszemy wtedy ng}_ f(lz) =g.

Przyklad. hm \xl = —1, lim & =1; lim A = o0, lim % = +oo.
z—0— T 0+ z—1-% [
Twierdzenie (o granicach jednostronnych). Niech a < xy < b beda liczbami rzeczywistymi, niech

f oznacza funkcje okreslona na zbiorze zawierajacym (a,x¢) U (x¢,b) oraz niech g oznacza dowolna
liczbe lub symnbol 400 lub —oo. Wtedy funkcja f ma granice w punkcie xy wtedy i tylko wtedy,
gdy obie granice jednostronne w punkcie zy istnieja i sa rowne: lim f(z) = lirn+ f(z).

r—xro— T—x0
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Przyklad. Granica lirr(l)el/"/’ nie istnieje, bo lim e/ =0, a lim '/ = 400 i te granice jednostronne
Tr—

r—0— z—0+

sg rézne.

Definicja. Prosta o rOwnaniu z = ¢ nazywa sie asymptota pionowa wykresu funkcji f wtedy i tylko
wtedy, gdy przynajmniej jedna z granic jednostronnych funkcji f w punkcie ¢ jest rowna +oo0 lub
—00.

Przyktad. Prosta z = 0 jest asymptota pionowa wykresu funkcji f(x) = % oraz funkcji g(x) = Inzx.

Definicja. Prosta o réwnaniu y = ax + b nazywa si¢ asymptota ukosng wykresu funkcji f w +oo, gdy
lim (f(z) —az —b) =0.

r——400

Definicja. Prosta o rownaniu y = ax + b nazywa sie asymptota ukosng wykresu funkcji f w —oo, gdy

wglgloo(f(x) —ax —b) =0.

Twierdzenie. Prosta y = ax + b jest asymptota ukosng wykresu funkcji f w +oo wtedy i tylko wtedy,
gdy a = lim @ oraz b = lirll (f(z) — az). Prosta y = ax + b jest asymptota ukosng wykresu

+o00
f(z)

funkeji f w —oo wtedy i tylko wtedy, gdy a = lim <= oraz b= lim (f(z)— ax).

z24a41 : — 1 (z) _

. Obliczamy a = xETooT =
: 24+l q: o2 ta+l _ 1 _ —_ 1 z?taz+1 _ 13 o2 +a+l _
xEIlloof”Ox‘Jrl) o xEElOO it 1 oraz b = :pEIEoo(f(x) J]) - xEIEoo( || +1 ZE) o zEIJpoo( z+1 CL’) N
0. Zatem prosta o rownaniu y = x jest asymptota wykresu funkcji f(x) w +oo. Nastepnie w ten
f(z) 224zl

sam sposob znajdziemy asymptot¢ w —oo. Obliczamy a = lim <~ = lim Tt D)
T——00 T——00

Przyklad. Znajdziemy asymptoty wykresu funkcji f(z) =

= —1 oraz
b = mgglw(f(x) — (—x)) = xg@m(% + x) = —2. Zatem prosta o réwnaniu y = —x + 2 jest
asymptota wykresu funkcji f(x) w —oo.

Uwaga. Szczegdlnym przypadkiem asymptoty ukos$nej jest asymptota pozioma. Prosta o réwnaniu
y = b jest asymptota wykresu funkcji f w +o0o (odpowiednio w —oo) wtedy i tylko wtedy, gdy
1ir$1 f(z) =10 (odp. lim f(z)="0).

Przyktad. Wykres funkcji f(z) = % okreslonej na zbiorze (0, e) U (e, +00) ma asymptote pozioma
o réwnaniu y = —1, bo lirf %ﬂﬁi — 1.




