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14.

. Alfabet grecki:

a-alfa, B-beta, v-gamma, d-delta, e-epsilon, (-dzeta, n-eta, J-teta, t-jota, k-kappa, A-lambda, p-mi,
v-ni, é-ksi, o-omikron, 7-pi, g-ro, o-sigma, 7-tau, v-ypsilon, p-fi, y-chi, ¥-psi, w-omega.
Uwaga. Jesli litera sigma wystepuje na koncu wyrazu, to pisze si¢ ja tak: ¢.

o0

. Definicja. Niech (a,) bedzie dowolnym ciagiem. Wyrazenie a; +as+... = Z ap nazywa sie szeregiem,

k=1
a liczby aq,as, ... wyrazami tego szeregu. Sumy S; = a1, 52 = a; + as, ..., S, = a1 +as + ... + a, =

Zak, ... nazywaja sie sumami czesciowymi szeregu. Jesli istnieje skonczona (tzn. bedaca liczba)
k=1

o
granica S = nhrrolo Sy, to szereg Z ap nazywa sie zbiezny, a liczba S nazywa sie sumg tego szeregu.
Piszemy wtedy Z arp = S. Jedli ciag (.S,) nie ma skoriczonej granicy, to szereg Z aj nazywa sie
k=1 k=1

rozbiezny.

Przyktad. Jedli |g] < 1, to Y ¢" = L. oraz > ng" = T
n=1

n=1

. Twierdzenie. Pominiecie lub dopisanie skonczenie wielu wyrazéw na poczatku szeregu nie zmienia

jego zbieznodci.

o0

. Twierdzenie. Warunek konieczny zbieznosci szeregu. Jesli szereg Zak jest zbiezny, to lim a, = 0.
n—oo

k=1

o
(=1D)"(n+2)

a1 Jest rozbiezny, bo ciag jego wyrazéw nie ma granicy (wiec w szczegol-

Przyktad. Szereg

n=1

nosci nie dazy do 0).

. Twierdzenie. Szereg o nieujemnych wyrazach jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy jego ciag sum

czesciowych jest ograniczony.

o0
Przyktad. Szereg harmoniczny Z% jest rozbiezny.
n=1

. Twierdzenie (Kryterium poréwnawcze 1). Jesli istnieje taka liczba ng, ze dla wszystkich n > ny
o0 o0

zachodzg nieréwnosci 0 < a,, < b, to ze zbieznosci szeregu an wynika zbieznos¢ szeregu Zan, a

n=1 n=1
(o9} o
z rozbieznosci szeregu Zan wynika rozbieznos¢ szeregu an.
n=1 n=1

[e.e] (e e}
Przyktad. Szeregi Zm, Z% sa zbiezne.
n=1 n=1

Przyklad. Szereg » (1 — cos T) jest zbiezny.

n=1
Twierdzenie. Szereg Z# jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy a > 1.
n=1

Twierdzenie (Kryterium poréwnawcze 2). Jesli a,, > 0,b, > 0 dla wszystkich n > ng oraz istnieje
o0 [e.e]

an

, to szeregi Z ay 1 Z b, sa oba zbiezne lub oba rozbiezne.

n=1 n=1

skonczona i rézna od zera granica lim

n—oo bn

n2—(—1)"n

Przyktad. Szereg 24 jest zbiezny.
n=1
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Twierdzenie (Kryterium d’Alemberta). Zalozmy, ze wszystkie wyrazy a, sa dodatnie oraz istnieje

granica lim “*tt = X Jedli A < 1, to szereg E a, jest zbiezny, a jesli A > 1, to szereg g ay, jest
n—oo n
n=1 n=1

rozbiezny.
[e.9] o
Przyktad. Szereg Z% jest zbiezny, a szereg Z% jest rozbiezny.
n=1 n=1
Twierdzenie (Kryterium Cauchy’ego). Zalozmy, ze wszystkie wyrazy a, sa nieujemne oraz istnieje

granica hm Va, = N Jesli A < 1, to szereg Zan jest zbiezny, a jesli A > 1, to szereg Zan jest

n=1 n=1
rozbiezny.

oe] TL2
Przyktad. Szereg ZnE’ (iZig) jest zbiezny, a szereg Zn+5 (”T“) jest rozbiezny.
n=1

Uwaga. Jesli liczba A z kryterium d’Alemberta lub z kryterium Cauchy’ego jest rowna 1, to szereg

moze by¢ zbiezny i moze by¢ rozbiezny. Na przyktad, szereg Z% jest zbiezny, a szereg harmoniczny

n=1
[e%9)

Z jest rozbiezny.

Definicja. Szereg Z a, nazywa sie zbiezny bezwzglednie wtedy i tylko wtedy, gdy jest zbiezny szereg

n=1
00
Z |ay|.
n=1

Twierdzenie. Kazdy szereg zbiezny bezwzglednie jest zbiezny.
Twierdzenie. Jesli w szeregu zbieznym bezwzglednie zmienimy porzadek wyrazow, to otrzymamy
szereg zbiezny bezwzglednie do tej samej sumy.

Twierdzenie (Kryterium Leibniza). Jesli ciag (a,) jest nierosnacy i zbiezny do 0, to szereg > _(—1)"a,
n=1
jest zbiezny.

Definicja. Szereg zbiezny, ale nie zbiezny bezwzglednie nazywa sie szeregiem zbieznym warunkowo.

Przyktad. Szereg Z% jest zbiezny warunkowo.

n=1
Twierdzenie Riemanna. Jesli szereg Z a, jest zbiezny warunkowo, to dla dowolnej liczby A € R
n=1

istnieje taka permutacja wyrazéw tego szeregu, ze otrzymany szereg ma sume A.



