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Zasady zaliczania przedmiotu, terminy konsultacji oraz notatki z wyktadow i zadania znajduja sie na
stronie www.mimuw.edu.pl/~konarski/kognitywistyka. Na wszelkie pytania oraz prosby o wskazéwki
do zadan domowych czekam pod adresem: konarski@mimuw.edu.pl

Definicja. Zbiorem liczb naturalnych na tych zajeciach bedziemy nazywadé zbior liczb catkowitych
dodatnich, tzn. N = {1,2,3,...}.

Definicja. Ciagiem nieskonczonym nazywamy dowolng funkcje okreslona na zbiorze liczb naturalnych,
tzn. przyporzadkowanie kazdej liczbie naturalnej pewnej liczby rzeczywistej. Ciagiem skonczonym
nazywamy funkcje okreslona na zbiorze liczb naturalnych postaci {1, 2, ..., k} dla pewnej liczby k& € IN.

. Uwaga. Wartos¢ ciggu a w punkcie n € IN nazywa sie n—tym wyrazem ciggu i jest zwykle oznaczana

symbolem a,,. Sam ciag oznacza sie czesto symbolem (a,).

. Definicja. Ciag (a,,) nazywa sie ciagiem rosnagcym wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej liczby natural-

nej n zachodzi nieréwnos¢ a,, < a,1. Podobnie okresla si¢ ciagg malejacy, nierosnacy oraz niemalejacy.
Kazdy ciag, ktory jest nierosnacy lub niemalejacy, nazywa si¢ ciagiem monotonicznym.

Definicja. Ciag (a,) nazywa sie ciggiem ograniczonym wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja takie liczby
a,b € R, ze kazdy wyraz a,, spelia nieréwnos$é¢ a < a,, < b.

Przyktad. Niech a, = 2", b, = =22 ¢, = 5+(=1)",dp = T, = 441, fi =1, fo = 1, fur2 = fatfura
dla n € IN. Ciagi (a,) oraz (f,) sa rosnace, ciag (b,) jest malejacy, ciag (d,) jest staly. Pozostate z
podanych ciggdéw nie sg monotoniczne.

Definicja. Liczba g nazywa sie granica ciagu (a,) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej liczby rze-
czywistej € > 0 istnieje taka liczba naturalna ng, ze dla wszystkich n > ny zachodzi nieréwnosc¢
la, — g| < . Piszemy wtedy g = lim a,,.

n=o
Definicja. Jesli istnieje taka liczba g, ze nh—>nolo a, = g, to ciag (a,) nazywa sie ciagiem zbieznym, w
przeciwnym razie nazywa sie ciggiem rozbieznym.

1
spetniona dla wszystkich n > %, zatem wystarczy przyjeié jako ng w definicji granicy ciagu dowolna

liczbe naturalng wiekszg od % Wtedy dla wszystkich liczb n > ng nieréwnosé |% — 0| < & zachodzi,
czyli warunek z definicji granicy jest spetniony.

Przyktad. Sprawdzimy, postugujac sie definicja, ze ciag () ma granice 0. Nieréwnosé |% —0] < e jest

Przyktad. Ciag (32%) ma granice —3, ciag () ma granice 7, a ciagi (5+ (—1)"), (§ + +) oraz (2")
sg rozbiezne.

Twierdzenie. Ciag (a,) jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy jest zbiezny ciag powstaly z ciagu (a,)
przez usuniecie skonczenie wielu poczatkowych wyrazow.

Twierdzenie. Kazdy ciag ma co najwyzej jedng granice.
Twierdzenie. Kazdy ciag zbiezny jest ograniczony.
Przyktad. Ciagi (;—f{) oraz (5 + (—1)") sa ograniczone, a ciag (2") nie jest ograniczony.

Twierdzenie o operacjach algebraicznych na ciggach. Zatézmy, ze ciagi (a,) i (b,) sa zbiezne i ze
c € R. Wtedy ciagi (an+1), (an +bn), (anbn), (can), (Jan|) sa zbiezne oraz:
lima,; = lima,, lim(ca,) = ¢ lima,, lim |a,| = |lim a,|,

lim(a, + b,) = lim a,, + lim b,,, lim(a,b,) = lima, - limb,,

Ponadto, jesli Wgzystkie wyrazy ciagu (b,) oraz jego granica sa rozne od 0, to ciag (3*) jest zbiezny
oraz lim(%) = M \Wresgcie, jesli dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi nieré6wno$¢ a, < by, to

takze lim a,, < lim b,,.
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Twierdzenie. Jesli m jest dowolng liczba rzeczywista, a ciag (a,) o wyrazach dodatnich jest zbiezny
do granicy g, to ciag (a]}) jest zbiezny do granicy g™.

Przyktad. Ciag (¢ HS—]:I) ma granice v/3.

Twierdzenie o trzech ciagach. Zaltézmy, ze wyrazy ciagéw (a,), (b,) i (c,) speiaja warunek a, <
b, < ¢, dla wszystkich n € IN oraz, ze ciagi (a,) i (¢,) sa zbiezne do tej samej granicy g. Wtedy ciag
(b,) tez jest zbiezny do granicy g.

Dowdd. Niech € bedzie dowolng liczba dodatnia. Poniewaz nhrrolo a, = g, wiec dla wszystkich n wiek-
szych od pewnej liczby ny, zachodza nieréwnosci ¢ — ¢ < a, < g + €. Podobnie, dla wszystkich n
wigkszych od pewnej liczby nf zachodza nieréwnosci g — e < ¢, < g+ ¢. Oznaczmy przez ng wieksza
z liczb ng, ng (tzn. niech nyg = max(ng, ng)). Wtedy dla wszystkich liczb n wigkszych od ng zachodza
nieréwnosci g — e < a, < b, < ¢, < g + ¢, z ktérych wynika, ze nh_}r{.lo b, =g.

n+4sinn

Przyktad. Ciag (Tﬂ) jest zbiezny do liczby é, bo dla wszystkich liczb naturalnych n zachodza

A 4ay n—1 n+sinn n+1 fegt (1 n+1 : : 1
nieréwnosci 5— < AT < g a oba clagi (5777), (5757) maja granicg 3.

Whiosek 1. Jesli a > 0, to lim {/a = 1.

Dowdd. Zatézmy najpierw, ze a > 1. Skorzystamy z nastepujacej nieréwnosci miedzy $rednia aryt-
metyczng a $rednig geometryczng: dla dowolnych liczb dodatnich aq, ..., a, zachodzi nieréwnosé
%(al +as+...+ap) > ai-as - ... a,, a réwnod¢ ma miejsce jedynie wtedy, gdy a; = as = ... = a,.
Mianowicie, zastosujmy te nieréwnos¢ do liczb a,1,...,1 (tzn. do uktadu ztozonego z liczby a oraz
n—1 jedynek). Otrzymujemy +(a+n—1) > {/a, mamy wicc nieréwnosci 1 < {/a < t(a+n—1), a
poniewaz cigg (%(a +n — 1)) ma granice 1, z twierdzenia o trzech ciagach wynika, ze nhj& Va=1.
Zatozmy teraz, ze 0 < a < 1. Wtedy liczba b = % jest wigksza od 1, wiec z udowodnionego powyzej
przypadku wynika, ze HIL% Vb = 1. Zatem nhjglo{l/a = nh—%lon%/g = ﬁ =1.

Whniosek 2. lim {/n = 1. Dowdd (podobny do powyzszego) zostawiam jako ¢wiczenie.

Definicja. Jesli (ny) jest rosnacym ciagiem liczb naturalnych, a (a,,) ciagiem liczbowym, to ciag (ay, )
nazywa sie podciagiem ciagu (a).

Uwaga. Podciag danego ciagu (a,), to ciag otrzymany z ciagu (a,) przez skreslenie pewnych jego
wyrazow i pozostawienie pozostatych w niezmienionym porzadku.

Przyklad. Dla dowolnego ciagu (a,) jego podciagami sa ciagi (as,) oraz (as,_ 1) ztozone z wyrazéw
ciagu (a,) o numerach parzystych i nieparzystych odpowiednio.

Twierdzenie. Jesli ciag (a,) jest zbiezny do granicy g, to kazdy jego podciag tez jest zbiezny do g.

Przyktad. Ciag (a,),a, = 5+(—1)" jest rozbiezny, bo dwa jego podciagi maja rézne granice: podciag
(as,) ma granice 6, a podciag (as,_1) ma granice 4.

Twierdzenie. Kazdy ciag monotoniczny i ograniczony jest zbiezny.
Whniosek. Jedli |a| < 1, to lima™ = 0.

Przyktad. Niech a,, = (2%'1),, dla n € IN. Ciag (a,) jest od pewnego miejsca malejacy i ograniczony
n+1

(wigc zbiezny do pewnej granicy g) oraz zachodzi rownos¢ any1 = a, - 5 5 dla wszystkich n. Zatem
g =39, wiec g =0. Uwaga: 2n+1)!l=1-3-5-..-2n+1),2n)!! =2-4-6-...- (2n).

Twierdzenie Bolzano - Weierstrassa. Kazdy ciag ograniczony zawiera podciag zbiezny.
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Twierdzenie. Ciag ((1 + %)n> jest rosnacy i ograniczny, a wiec zbiezny. Jego granica
e = 2,718281828459045... jest liczba niewymierna. Prawdziwe sa ogdlniejsze twierdzenia:

Twierdzenie. Jedli ciag (a,) jest zbiezny do 0, to lim (14 a,)/* =e.
Twierdzenie. Dla dowolnej liczby rzeczywistej x, nanolo ((1 + %)n) = e~.
Twierdzenie. Dla dowolnej liczb rzeczywistej x zachodzi réwnosé nh_{& (1+z+ %? + ...+ %) =e".

Definicja. Ciag (a,) nazywa sie rozbiezny do +oo, jesli dla kazdej liczby rzeczywistej M istnieje
taka liczba naturalna ng, ze dla wszystkich n > ng zachodzi nieréwnos¢ a,, > M. Piszemy wtedy
nlinolo a, = +00.
Definicja. Ciag (a,) nazywa sie rozbiezny do —oo, jesli dla kazdej liczby rzeczywistej M istnieje
taka liczba naturalna ng, ze dla wszystkich n > ny zachodzi nieréwnosé¢ a,, < M. Piszemy wtedy
lim a, = —o0.

n—oo
Twierdzenie. Jesli lim a,, = +00, to:
n—oo

a) ciag (a,) jest ograniczony z dotu,

b) ciag (—a,) jest rozbiezny do —oo,

c¢) dla dowolnej liczby ¢ > 0 ciag (ca,,) jest rozbieZny do +oo,
d) jesli a, # 0 dla wszystkich n € N, to lim - = 0,

n—oo an

e) jesli b, > a, dla wszystkich n € IN, to lim b, = 400 (tw. o dwoch ciagach).

Twierdzenie. Jesli hm b, =01b, #0dlan e N, to nh OO“M = +00

Umowa:  (+00) + (+00) = 400, (+00) - (+00) = (—00) - (—00) = 400,
(—00) + (—00) = —ox, +0) - (—00) = (—0) - (+00) = —o%,
¢ (+00) = (+00) - ¢ =+oodlac >0, ¢ (—o0) =(—00)-c=—oodlac>0,
¢ (+00) = (+00) - c=—oodlac <0, ¢ (—00) = (—00)-c=+oodlac<0,
1/(+0) =1/(—) = 0, —00 <c<+4oodlaceR, —00 < +00.

Uwaga. Twierdzenie o operacjach algebraicznych na ciagach mozna teraz rozszerzy¢ na przypadek
ciggow rozbieznych do granic nieskonczonych.

Uwaga. Nie okreslamy dziatan: (+o00) — (+00), 0-(+00), §, g, (400)+(—00), 2 itp,
bo nie da sie ich okresli¢ tak, zeby twierdzenie o operacjach algebraicznych pozostalo prawdziwe.

Twierdzenie. Niech @ > 11 ¢ > 0 beda liczbami rzeczywistymi. Wtedy:
lim n® = 00, lim a" = o0, lim 2 = 0, lim 47 = 0, lim 82" = 0,

Dowdd. Dwie pierwsze rownosci oraz ostatnia wynikaja bezposrednio z definicji. Dowdd trzeciej.

Najpierw sprawdzimy, czy ciag (%) jest malejacy: (Z,ﬁfc <= ("H) <a = (e g

a™ n

(*). Poniewaz, llmnﬁoo(("zl)) =1,aa > 1, to poczawszy od pewnej hczby naturalnej ng nieréwnosé

(*) jest spetiona. Oznacza to, ze od pewnego miejsca ciag (7 ~) jest malegcy. Jest on ogramczony zZ

dotu, a wigc zbiezny (tw. 27). Oznaczmy jego granice przez g. W réwnosci (Z: +11) (T;Llc) .

2% lewa
strona dazy do g, a prawa do é - g. Zatem g = % g, a wiec g = 0 (bo a # 1). Podobnie dowies¢

mozna czwartg rownosc.




