Egzamin z Wdm2, I termin, I czesc, 13.06.2025 N

U géry na kazdej kartce napisz swoje imie, nazwisko oraz litere N.
Pisz czytelnie i jasno. Uzasadniaj swoje stwierdzenia. Zataczaj rachunki.

1. (8p.) Niech a, = vVn*+4 —n? dlan e N.

(a) Znadz granice lim a, lub wykaz, ze ta granica nie istnieje.
n—oo

(b) Zbadaj zbieznos¢ szeregu »_ay.

n=1
(¢) Zbadaj zbieznos¢ szeregu » (—1)"ay.
n=1
(d) Zbadaj zbieznos¢ szeregu » nay,.
n=1
2+1
2. (26p.) Niech f(z) = i ey
x

Znajdz granice funkcji f na krancach przedziatéw (lub przedziatu) okreslonosci.
Napisz rownania wszystkich asymptot wykresu funkcji f.
Oblicz pochodne pierwszego i drugiego rzedu funkcji f i wypelnij tabelke zmiennosci.

Naszkicuj czesé wykresu funkeji f zawarta w kwadracie {(x,y) : —1 < z,y < e}.
Mozesz skorzystaé z przyblizen e™' ~ 0.37,e71/2 ~ 0.61, e'/? ~ 1.65, ¢ ~ 2.72, % ~ 7.39.

(e) Napisz réwnanie prostej p stycznej do wykresu funkeji f w jego punkcie przegiecia.
(f) Oblicz pole powierzchni obszaru ograniczonego od dotu osia odcietych, a od géry wykresem i

prosta p.
.. ) . . ., ., 2+ 1nu U
(g) Wykaz, ze dla dowolnych liczb u, w takich, ze 1 < u < w, zachodzi nieréwno$¢ ———— > —.
24 lnw  w
3. (7p.) Dwa wysokie budynki o pionowych $cianach stoja w pewnej odleglosci naprzeciwko siebie. Na
Scianie pierwszego budynku w punkcie A na wysoko$ci 10 metréw nad ziemig przyczepiono nitke
dtugosci 20 metrow, ktorej drugi koniec jest umocowany w punkcie B naprzeciwko u podnéza Sciany
drugiego budynku. Od B do A wspina sie po nitce zuk z predkoscig jednego metra na minute. U
podnéza $ciany pierwszego budynku dokltadnie pod punktem A Swieci zaréwka.

(a) Oblicz polozenie i predko$é poruszania sie cienia zuka na $cianie drugiego budynku w ¢ minut
po wyruszeniu zuka z punktu B.
(b) W ktérym miejscu znajduje sie zuk, gdy predkos¢ jego cienia jest osiem razy wicksza od pred-

kodci zuka?

4. (3p.) Znajdz wszystkie punkty stacjonarne funkcji f(z,y) =y + 2% — 3y i zbadaj, w ktérych z nich
f ma ekstrema lokalne (i jakie), a ktére sg punktami siodtowymi.

5. (6p.) ZnajdZ przynajmniej jedno maksimum lokalne i przynajmniej jedno minimum lokalne funkcji
F(x,y) = 4r — xy® na okregu G opisanym réwnaniem z2 + y? = 4.
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1. (14p.) Dane sa macierze A, = —a —2a -1 |,B,=| 1—a
2—a 2 a 0

(a) Zbadaj, ile rozwiazan ma réwnanie macierzowe A, - X = B, w zaleznosci od wartosci parametru
a.

(b) Podaj rozwiazanie ogélne w przypadku, w ktérym wiecej niz jedna macierz X speinia dane
rOwnanie.

(c) Dla tej wartosci parametru a, dla ktérej zbiér rozwiazan jest przestrzenia liniowa, znajdz baze
ortogonalng tej przestrzeni.

2. (7p.) Przeksztalcenie liniowe f : Rlz]s — M(2 x 2) dane jest wzorem
a+c a+b
a+b a+c

. 10 01 0 0 0 0 .
baze przestrzeni R[z]s, a B : < 00 ) , < 00 ) , ( 10 ) , < 0 1 ) baze przestrzeni M (2 x 2).

2

flaz? +bx +c) = < dla dowolnego wielomianu az? + bx + c oraz A : 1, z, x* oznacza

(a) Znajdz baze jadra przeksztalcenia f.
(b) ZnajdZ wymiar obrazu przeksztalcenia f.
(¢) Znajdz macierz M (f)5.

41 =24 12
3. (11p.) Macierz endomorfizmu g : R* — R? w bazie standardowej st jest réwna M = % —24 —-23 36
12 36 31

Dane sa tez wektory t = (3,2,6),u = (—6,3,2),v = (6,3,2),w = (2,6, —3) € R>.
(a) Dla kazdego z wektoréw t,u, v, w zbadaj, czy jest wektorem wtasnym macierzy M, a jesli tak,
to jakiej wartosci wlasnej odpowiada.
(b) Wybierz sposréd wektoréw ¢, u, v, w baze ortogonalna przestrzeni R3.
(c) ZnajdZ macierz ¢ w wybranej bazie ortonormalnej.

(d) Opisz sens geometryczny przeksztatcenia g.

)
)
)
4. (12p.) Dany jest wektor w = (0, —32,2) € R®.
(a) Znajdz dlugosé wektora w.
(b) Dopemij w do bazy ortogonalnej przestrzeni R? ztozonej z wektoréw tej samej dtugosci.
)

(¢) Znajdz macierz rzutu prostopadlego 7 na plaszczyzne wt (prostopadta do w) w znalezionej
bazie.

(d) Znajdz macierz rzutu m w bazie standardowe;.
5. (6p.) Niech A oznacza dowolng macierz kwadratowa.

(a) Zbadaj, czy kazdy wektor wlasny macierzy A jest réwniez wektorem wlasnym macierzy A3

b) Zbadaj, czy kazdy wektor wlasny macierzy A% jest réwniez wektorem wlasnym macierzy A.
y y J y



