Egzamin z Wdm2, I termin, I czesc, 13.06.2025 N

U géry na kazdej kartce napisz swoje imie, nazwisko oraz litere N.
Pisz czytelnie i jasno. Uzasadniaj swoje stwierdzenia. Zataczaj rachunki.

1. (8p.) Niech a,, = v/n*+4 —n? dlan € N.

(a) ZnadZ granice lim a, lub wykaz, ze ta granica nie istnieje.
n—oo

(b) Zbadaj zbieznos¢ szeregu »_a,.

n=1
(¢) Zbadaj zbieznosé szeregu » (—1)"ay,.
n=1
(d) Zbadaj zbieznos¢ szeregu » nan.
n=1
Rozwigzanie.
(a) Vni+4—n?= ('”4+4\;:42J)§+T:2+4+"2) = \/n4f = — 0, bo licznik jest staly, a mianownik dazy do
nieskonczono$ci.
1 _ 1 an __ 4n? _ 4 . . . L.
(b) Niech b, = —5. Wtedy iy s \/1+”i4+1 — 2. Ta granica jest liczbg rézna od zera,
zatem z drugiego kryterium poréwnawczego wynika, ze szereg Y > ; a,, jest zbiezny.
(c) I sp. Wyrazy a, sa dodatnie, zatem a,, = |(—1)"a,|. Powyzej wykazalidmy, ze szereg modutéw

o 1 |(=1)™a,| jest zbiezny, zatem jest tez zbiezny szereg >°°  (—1)"a,. II sp. Teza wynika z kry-
terium Leibniza: Ciag (a,) maleje, bo licznik jest staty, a mianownik v/n* + 4 + n? ronie (a licznik
i mianownik sa dodatnie) oraz jest ograniczony z dotu przez liczbe 0. Zatem z kryterium Leibniza
wynika, ze szereg > o0 (—1)"a,, jest zbiezny.

(d) Niech ¢, = +, wtedy i = ﬁ:ﬂ — 2 (znalezliSmy te granice juz wyzej). Jest ona liczba rézna
od zera, szereg harmoniczny » >, % jest rozbiezny, wiec z I kryterium poréwnanwczego wynika, ze
szereg > - | na, jest rozbiezny.

2. (26p.) Niech f(z) = 2tz

(a) ZnajdZ granice funkcji f na krancach przedzialéw (lub przedziatu) okreslonosci.

(b)

(c¢) Oblicz pochodne pierwszego i drugiego rzedu funkeji f i wypeknij tabelke zmiennosci.
)

(

=

Napisz rownania wszystkich asymptot wykresu funkcji f.

o,

Naszkicuj czesé wykresu funkeji f zawarta w kwadracie {(x,y) : —1 < z,y < e}.
Mozesz skorzystaé z przyblizen e~' ~ 0.37, e~ /2 ~ 0.61,e'/? ~ 1.65, e ~ 2.72, > ~ 7.39.

(e) Napisz réwnanie prostej p stycznej do wykresu funkeji f w jego punkcie przegiecia.

(f) Oblicz pole powierzchni obszaru ograniczonego od dotu osia odcietych, a od géry wykresem i

prosta p.
(g) Wykaz, ze dla dowolnych liczb u, w takich, ze 1 < u < w, zachodzi nieréwnosé gﬂ;‘g} >
Rozwigzanie.

(a) Dziedzina funkcji f jest przedzial D = (0, +00). lim, o4 f(2) = lim, o4 % = —o00, bo licznik

dazy do —oo, a mianownik dazy do zera od strony dodatniej. (Stosowanie reguty de I’Hospitala w
tym miejscu jest btedem, bo jej zatozenie nie jest spetnione — mozna jg stosowac tylko do przypadkow
(2] 1 [2]): limy o f (@) = limy, oo 202 [£22] = lim, o0 2 = 0.

+oo T +o00



(b) Z punktu (a) wynika, ze sa dwie asymptoty: pionowa o réwnaniu x = 0 oraz pozioma w +00
(ktora jest szczegdlnym przypadkiem ukosnej) o réwnaniu y = 0.

(¢) Obliczamy pochodne: f'(z) = —H22 | /() = H2ne,

3

Badamy, gdzie przyjmujg wartosci dodatnle: fl(x) >0< —1{;% >0 1+her<0s
hz<-lehr<lhe')el<z<e!sze(02)

f(x) >0 H202 > 0o 2lne > -1 <o > e 1/24:)9:6([ +00).

Wypehiamy tabelke: f(x):=(2+In())/:
) =(2+In(x) )%

(OO [EE & [ 3 | |
f//,(l’) + 0 — _% — e -

f (ZL’) — — 0 + 3*sqrt(e)/2

f) | — e ™ |3 N

(d) Korzystajac z tabelki szkicujemy wykres:

1/e] |1/sqrife) i 3/sart(e)

0

-1 0 1 2 3
(e) Poniewaz punkt przegiecia wykresu ma wspétrzedne (2=, 2 V) a ff (7) = —5, to styczna ma
rownanie y = —5(z — ﬁ) + S‘f = —% +2\/e i jest wykresem funkcji I(z) = =% + 2\/e.

(f) Chodzi o obszar ograniczony z gory zaréwno wykresem, jak i znaleziona stycznad, to znaczy o
obszar potozony zarowno pod wykresem, jak i pod styczna. Wykres i styczna przecinaja si¢ w punkcie
przegiecia o odcietej ﬁ Zmajdujemy odciete punktu przeciecia wykresu z osig odcietych: x = 612 i
punktu przecigcia stycznej z osig odcietych: x = \/ Dla wygody na powyzszym rysunku styczna
w punkcie przegiecia jest naszkicowana az do przeciecia z osig odcietych. Zatem nasz obszar sktada

sie¢ z dwoch czesci; jednej pod wykresem na przedziale [ % ﬁ] i drugiej pod styczna na przedziale

[\/ \[] a jego pole jest rowne P = fl/eg f(z )dx+f1/‘[l( Ydz = fll//e}/g 2*};”%&4—]’4/‘/E —24+2\/edx =
n?zy 1 4

(2Ina + )% + (=% +m¢vwgz3—§+2+zzg.

(g) Dana nier6wnos¢ jest réwnowazna z nieréwnoscia f(u) > f(w) i jest prawdziwa, bo funkcja f
maleje na [1, +00) (zob. tabelka zmiennosci lub wykres).

. (7p.) Dwa wysokie budynki o pionowych Scianach stoja w pewnej odleglosci naprzeciwko siebie. Na
Scianie pierwszego budynku w punkcie A na wysokoéci 10 metréw nad ziemig przyczepiono nitke
dhugosci 20 metréw, ktorej drugi koniec jest umocowany w punkcie B naprzeciwko u podnéza Sciany
drugiego budynku. Od B do A wspina sie po nitce zuk z predkoscia jednego metra na minute. U
podnéza $ciany pierwszego budynku doktadnie pod punktem A Swieci zaréwka.

(a) Oblicz polozenie i predko$é poruszania sie cienia zuka na $cianie drugiego budynku w ¢ minut
po wyruszeniu zuka z punktu B.

(b) W ktérym miejscu znajduje sie zuk, gdy predkos$é jego cienia jest osiem razy wieksza od pred-
kosci zuka?



Rozwiazanie. (a) Oznaczmy przez D punkt A9
u podnoza Sciany pierwszego budynku, prze:

Z(t) potozenie zuka w t minut po

wyruszeniu z punktu B, a przez C(t)

polozenia cienia zuka w chwili ¢. Niech h(t)
oznacza wysokos¢ punktu C'(t) nad ziemia.

W ciggu t minut zuk przebyt ¢ metréw, wiec 10 (o)
punkt Z(t) lezy w odlegtoséci t od Bi20 —t
od A. Trojkaty ADZ(t) oraz BC(t)Z(t) sa ®

20-t

: h(t) _ 10
podobnei,O th@c - = 22(9?. Zatem . h(t)
— / —
h(t) = 555, 0 (t) = o1
(b) Zauwazmy, ze h'(t) = 8 < t = 15 czyli o o

gdy zuk jest w trzech czwartych drogi.

. (3pt.) Znajdz wszystkie punkty stacjonarne funkcji f(x,y) = y® + 2? — 3y i zbadaj, w ktérych z nich
f ma ekstrema lokalne (i jakie), a ktore sa punktami siodtowymi.

Rozwiazanie.

Obliczamy gradient funkcji f i przyréwnujemy do wektora zerowego: grad f(x,y) = (2z,3y* — 3) =
(0,0) & (z,y) = (0,1), (0, —1). Sa wiec dwa punkty stacjonarne: P, = (0, 1), P, = (0, —1). Obliczamy
2 0
0 6y
f ma ekstremum lokalne, a poniewaz f7 (0,1) = 2 > 0, to jest to minimum lokalne. Poniewaz
H(0,—1)=—-12 <0, to P, = (0,—1) jest punktem siodtowym.

hesjan H(x,y) = ‘ | = 12y. Poniewaz H(0,1) = 12 > 0 to w punkcie P, = (0,1) funkcja

. (6pt.) Znajdz przynajmniej jedno maksimum lokalne i przynajmniej jedno minimum lokalne funkcji
F(x,y) = 4r — xy? na okregu G opisanym réwnaniem z2 + y? = 4.

Rozwiazanie poprawione po konsultacjach dnia 27.08.

Whprowadzamy funkcje opisujaca okrag G: g(zr,y) = x? + y* — 4. Okredlamy funkcje Lagrange’a
L\, z,y) = dx—zy*— N(2? +y* —4). Znajdujemy jej gradient i przyréwnujemy go do wektora zerowe-

22 +y? =4,
go: grad L(\, z,y) = (—y?—2?+4, —y? =2 z+4, —2zy—2Xy) = (0,0,0) & { —y* -2 z+4=0, &
—2xy — 2 \y =0
2 4+ y? =4,
—y? — 2 \x +4 =0, 7 trzeciego réwnania wynika, ze albo y = 0 albo A = —x.
(x + Ay =0.

Jedli y = 0, to z pozostatych rownan wyznaczamy xr = +2, Az = 2, wiec dostajemy dwa punkty
stacjonarne: P; = (1,2,0), P, = (—1,-2,0).

Jesli A = —x, to z pozostalych rownan wynika, ze x = 0,y = £2. Dostajemy wiec jeszcze dwa punkty
stacjonarne: P3 = (0,0, —2), P, = (0,0, 2).

0 -2z —2y
Obliczamy hesjan H(\, x,y) = | —2x —2\ —2y w dowolnym punkcie, a nastepnie jego war-

—2y =2y —2x—2\
tosci w punktach stacjonarnych: H(1,2,0) = 96, H(—1,—2,0) = —96, H(0,0,—2) = 0, H(0,0,2) = 0.
Poniewaz H(1,2,0) > 0, to w punkcie (2,0) funkcja F' ma maksimum lokalne na okregu G, a ponie-
waz H(—1,—2,0) < 0, to w punkcie (=2, 0) funkcja F' ma minimum lokalne na okregu G. Zauwazmy,
ze zastosowane twierdzenie nie daje informacji o punktach (0,2), (0, —2).



Egzamin z Wdm?2, I termin, IT czesc¢, 13.06.2025 N

U géry na kazdej kartce napisz swoje imie, nazwisko oraz litere N.
Pisz czytelnie i jasno. Uzasadniaj swoje stwierdzenia. Zataczaj rachunki.

1 a+1 1 2a — 2
1. (14p.) Dane sa macierze A, = —a —2a -1 |,B,=| 1—a
2—a 2 a 0

(a) Zbadaj, ile rozwiazan ma réwnanie macierzowe A, - X = B, w zaleznosci od wartosci parametru
a.

(b) Podaj rozwiazanie ogélne w przypadku, w ktérym wiecej niz jedna macierz X spelnia dane
réwnanie.

(c) Dla tej wartosci parametru a, dla ktérej zbidr rozwiazan jest przestrzenia liniowa, znajdz baze
ortogonalng tej przestrzeni.
Rozwiagzanie.

(a,b) Réwnanie macierzowe jest réwnowazne z uktadem réwnan i rozwiazemy je tak, jak rozwiazywa-
lismy uktady réwnan z parametrem. Poniewaz macierz A, jest kwadratowa, obliczamy jej wyznacznik
det(A,) = a(a—1)?. Z twierdzenia o wzorach Cramera wynika, ze dla a # 1,a # 0 jest jedno rozwia-

11 1 =2
zanie. Gdy a = 0, to macierz rozszerzona uktadu jest rowna (Ag, Bg) = 0 0 —1 1 1 po paru
22 0 O
1 2 1 0
operacjach elementarnych wida¢, ze rozwiazan brak. Gdy a = 1, to (A, B;)=| -1 -2 -1 0 |,
1 2 1 0
wigc réwnanie macierzowe sprowadza sie do jednego rownania liniowego x+2y+2 = 0, rozwiazania sg
-2y —=z -2 —1
postaci X = Y =y 1 |+z| 0 |[,gdzieliczby y, 2z sa dowolne. Jest to rozwiazanie
z 0 1

ogblne. Zatem dla a = 1 rozwigzan jest nieskonczenie wiele.

(c) Zbior rozwiazan ukladu réwnan liniowych jest przestrzenia liniowa wtedy i tylko wtedy, gdy
kolumna wyrazéw wolnych jest zerowa. W przypadku naszego uktadu ma to miejsce dla a = 2.

—2 —1
Baza przestrzeni rozwigzan jest np. uktad v = 1 LU = 0 znaleziony powyzej. Baza
0 1
-2 —1 —2 -1
ortogonalng jest np. uktad u; = 1 [,v1 =v— éZZiu = 0 -2 1 = —g =
0 1 0 1
1 —2 1
% 25 , wiec bazg ortonormalna jest ﬁul = % (1) ,ﬁvl = \/% 25 )

2. (7p.) Przeksztalcenie liniowe f : R[z]s — M (2 x 2) dane jest wzorem
a+c a+b

dla dowolnego wielomianu az? + bx + c oraz A : 1, z, ? oznacza
a+b a+c

flaz?® +bx +¢) =

. (10 0 1 0 0 00 :
baze przestrzeni R[mb,aB.(O O)’(O 0>,<1 0>,<0 1>baZQ przestrzeni M (2 x 2).



(a) ZnajdZ baze jadra przeksztalcenia f.
(b) Znajdz wymiar obrazu przeksztalcenia f.
(c) Znajdz macierz M(f)5.

Rozwigzanie.

(a) Wielomian az? + bz + ¢ nalezy do jadra przeksztalcenia f wtedy i tylko wtedy, gdy macierz
a+c a+b\ . a+c=0, B - 9 B 9

< atb a—l—c) jest zerowa, tzn. { a+b=0, tzn. ¢ = —a,b = —a, tzn. ax®* + br + ¢ = a(x

r — 1),a € R. Baze jadra tworzy wielomian z* — x — 1, bo kazdy wielomian nalezacy do jadra

jednoznacznie da sie zapisa¢ jako kombinacja liniowa tego wielomianu.

2

(b) Z twierdzenia o wymiarze jadra i obrazu wynika, ze dimimf = dim R[z]s —dim ker f =3—1 = 2.

(c) Aby wypisaé¢ pierwsza kolumne macierzy M (f)%, nalezy wzigé pierwszy wektor bazy A, czyli 1 i

zapisa¢ macierz f(1) jako kombinacje liniowa macierzy bazy B. Mamy f(1) = ( Lo ) = < L0 )—i—

01 0 0
1
00 . . , 0 . o . L
01 ) zatem pierwsza kolumna jest rowna 0 |- Podobnie zapisujemy obrazy wielomiandéw x
1
1 01
9 . . B 011
oraz x* i dostajemy M (f); = 01 1 )
1 01
41 =24 12
. (11p.) Macierz endomorfizmu g : R* — R* w bazie standardowej st jest rowna M = -5 | —24 —23 36
12 36 31

Dane sg tez wektory ¢t = (3,2,6),u = (—6,3,2),v = (6,3,2),w = (2,6, —3) € R3.
(a) Dla kazdego z wektoréw t,u, v, w zbadaj, czy jest wektorem wtasnym macierzy M, a jesli tak,
to jakiej wartosci wlasnej odpowiada.
(b) Wybierz sposréd wektoréw ¢, u, v, w baze ortogonalna przestrzeni R3.
(¢) ZnajdZ macierz ¢ w wybranej bazie ortonormalnej.

(d) Opisz sens geometryczny przeksztatcenia g.

Rozwigzanie.
3 41 =24 12 3 147 3

(a) Obliczamy Mt=M | 2 | = 4—19 —-24 =23 36 2 | = 4—19 9B | = 2 | =t zatem?
6 1236 31 6 294 6

jest wektorem wlasnym i odpowiada mu wartos¢ wtasna 1. Podobnie postepujemy z wektorami u, v, w
i stwierdzamy, ze wektory t,u sa wlasne i odpowiadaja wartosci wtasnej 1, wektor w odpowiada
wartosci wlasnej —1, a wektor v nie jest wtasny.

(b) Obliczajac iloczyny skalarne (t,u), (t,w), (u, w) stwierdzamy, ze wektory ¢, u,w stanowia baze
ortogonalna.

(c) Baza ortonormalna jest uktad B : %t, %u, %w. Wektory te réwniez sa wektorami wlasnymi macierzy

M z wartosciami wtasnymi réwnymi odpowiednio 1,1, —1. Zatem Macierz przeksztalcenia g w bazie
10 0
B jest wiec réwna | 0 1 0

00 —1



(d) Zatem przeksztalcenie g jest symetrig prostopadty na plaszczyzne lin(t, u) = w opisang réwna-
niem 2z + 6y — 3z = 0 (por. definicje symetrii w punkcie 41 wyktadu 13).

. (12p.) Dany jest wektor w = (0, -2, %) € R®.

(a) Znajdz dlugosé wektora w.
(b) Dopeknij w do bazy ortogonalnej przestrzeni R? ztozonej z wektoréw tej samej dtugodci.

(c) ZnajdZ macierz rzutu prostopadlego m na plaszczyzne w' (prostopadta do w) w znalezionej
bazie.

(d) Znajdz macierz rzutu m w bazie standardowe;.

Rozwiqzanie

a) Jwl = /0 + (=32 + ()2 =1
(b) Poniewaz pierwsza Wspélrzgdna wektora w jest rowna 0, to wektor u = (1,0,0) jest prostopadty

do w i tez ma dlugosé 1. Trzeci Wektor znajdujemy jako iloczyn wektorowy v = w x u = (0, %, %)
Zatem uklad B :u = (1,0,0),v = (0,2,2),w = (0,3, 2) jest bazg ortonormalng R?.

5
(c) Poniewaz 7(u) = u, m(v) = v,m(w) = 0, to z pierwszej charakteryzacji macierzy przeksztalcenia
1 00
liniowego wynika, ze M(m)p = 0 1 0
0 00
1 0 0
(d) Niech ¢ = M(id)St = [ 0 % 3% . Poniewaz baza B jest ortonormalna, to C' jest macierza
05 5
5 0 0
ortogonalng, wiec O~ = CT. Mozemy tez zapisaé¢ C' = % 03 —4
04 3
Ze wzoru na macierz zlozenia przeksztalcen wynika, ze M(m)g = CM(7)pC~! = CM(7)gCT =
5 0 0 1 00 5 0 0 25 0 O
=103 —4 010 0 3 4 |=5x[0 9 12
04 3 000 0 —4 3 0 12 16

. (6p.) Niech A oznacza dowolng macierz kwadratows.

(a) Zbadaj, czy kazdy wektor wtasny macierzy A jest réwniez wektorem wlasnym macierzy A3.

(b) Zbadaj, czy kazdy wektor wlasny macierzy A3 jest réwniez wektorem wlasnym macierzy A.

(a) Tak, bo skoro pomnozenie przez macierz A nie zmienia kierunku wektora, to trzykrotne pomno-
zenie tez nie zmienia.

(b) Nie, bo na przyktad obrét plaszezyzny R? o kat %’r nie ma wektoréw wlasnych, a jego trzykrotne
ztozenie jest identyczno$cig i wszystkie wektory sg wlasne.



