Wykład 7.

Metoda Ritza - Galerkina. (Sformułowanie abstrakcyjne.) Niech V, (·, ·) bedzie przestrzenia Hilberta. Niech {V_h}_{h∈ω}, V_h ⊂ V bedzie rodzina podprzestrzeni skończonego wymiaru przestrzeni V . Bedziemy chcieli, aby dla tej rodziny było spełnione nastepujace

Założenie. (Własność aproksymacji) Rodzina podprzestrzeni {V_h}_{h∈ω} przestrzeni V , ma własność aproksymacji jeśli ∀_{u∈V} ∀_{h∈ω} ∃v_h(u) ∈ V_h, że ‖v_h(u) − u‖ → 0, gdy h → 0.

Równanie przybliżone. Nasze sformułowanie wariacyjne

(1) Poszukujemy u ∈ V takiego, że a(u, v) = lv ∀_{v∈V} ,

”obetniemy” do przestrzeni V_h; to znaczy zamienimy (1) przez

(2) Poszukujemy u_h ∈ V_h takiego, że a(u_h, v_h) = lv_h ∀_{vh∈Vh} .

Jest to równanie przybliżone - Metoda ”Ritza - Galerkina”.

Ponieważ przestrzenie V_h sa skończonego wymiaru, to sa one przestrzeniami Hilberta (sa zupełne!). Ponadto formy a i l zachowuja swoje własności ograniczoności i koercywności w przestrzeniach V_h, ze stałymi M i γ niezależnymi od h. Zatem dla zagadnienia (2) funkcjonuje Twierdzenie Laxa- Milgrama, skad wynika, że (2) ma zawsze jednoznaczne rozwiazanie.

Co to jest naprawde zagadnienie (2)?

Niech V_h = span{ϕ^h_1 , ϕ^h_2 , · · · , ϕ^h_{Nh} }, gdzie elementy ϕ^h_j , j = 1, 2, · · · , N_h sa liniowo niezależne. Stad wynika, że u_h = ∑_{Nh} j=1 ϕ^h_j c_j , i ze wzgledu na liniowość form a i l, równanie (2) możemy zapisać równoważnie: (3) N_h∑ j=1 a(ϕ^h_j , ϕ^h_k)c_j = lϕ^h_k , k = 1, 2, · · · , N_h, lub, używajac zapisu macierzowego (4) A_hc = l, gdzie A_h = (a_{k,j})_{k,j=1,2,···,Nh} , a_{k,j} = a(ϕ^h_j , ϕ^h_k) jest macierza wymiaru N_h × N_h, c = [c_1, c_2, · · · , c_{Nh} ]^T , jest wektorem, którego poszukujemy, zaś l = [lϕ^h_1 , lϕ^h_2 , · · · , lϕ^h_{Nh} ]^T . Inaczej mówiac, Metoda Ritza-Galerkina polega ostatecznie na rozwiazaniu układu równań algebraicznych liniowych (4). Zbieżność. Interesuje nas, czy ‖u_h − u‖ → 0, gdy h → 0, gdzie u jest rozwiazaniem (1), zaś u_h jest rozwiazaniem (2), i jak szybko ‖u − u_h‖ daży do zera. Bedziemy zakładać, że formy a i l sa ograniczone, zaś forma a jest również koercywna.

Lemat 1. Metoda Ritza-Galerkina jest stabilna.

Dowód. Rozwiazanie u_h równania (2) istnieje i jest jedyne; wykorzystujac koercywność i ograniczoność form otrzymamy γ‖u_h‖^2 ≤ a(u_h, u_h) = |lu_h| ≤ ‖l‖‖u_h‖, zaś stad wynika ‖u_h‖ ≤ ‖l‖ γ . Ta nierówność oznacza stabilność.

Lemat 2. Jeśli u ∈ V jest rozwiazaniem równania (1), zaś u_h ∈ V_h jest rozwiazaniem równania (2), to (5) a(u − u_h, v_h) = 0 ∀_{vh∈Vh} .

Komentarz. Gdyby forma a była symetryczna, (to znaczy, gdyby ∀_{u,v∈V} a(u, v) = a(v, u)), to wzór (5) oznaczałby, że u_h jest rzutem ortogonalnym w sensie iloczynu skalarnego (·, ·)_a, gdzie (u, v)_a = a(u, v), elementu u na podprzestrzeń V_h dla tego iloczynu skalarnego. Zatem, dla normy generowanej przez ten iloczyn skalarny u_h byłby najlepsza aproksymacja w przestrzeni V_h elementu u ∈ V . Dowód. Mamy: a(u, v_h) = lv_h, u(u_h, v_h) = lv_h, ∀v_h ∈ V_h, wiec odejmujac stronami powyższe równości otrzymamy teze. Twierdzenie Céa. Dla rozwiazań u ∈ V i u_h ∈ V_h równań (1) i (2) zachodzi oszacowanie ‖u − u_h‖ ≤ M γ inf_{vh∈Vh} ‖u − v_h‖, gdzie M i γ sa stałymi ciagłości i koercywności formy a. Dowód. Wykorzystujac koercywność formy a i Lemat 2 otrzymamy γ‖u − u_h‖^2 ≤ a(u − u_h, u − u_h) = a(u − u_h, u) − a(u − u_h, u_h) = = a(u − u_h, u) − a(u − u_h, v_h) gdzie v_h ∈ V_h jest dowolnym elementem. Stad ‖u − u_h‖ ≤ M γ ‖u − v_h‖. Biorac po obu stronach ostatniej równości inf_{vh∈Vh} otrzymamy teze: ‖u − u_h‖ ≤ M γ inf_{vh∈Vh} ‖u − v_h‖.

Wniosek. Jeśli podprzestrzenie V_h maja własność aproksymacji, to metoda Ritza-Galerkina jest zbieżna.

Dowód. Istotnie, dla u ∈ V ∃v_h(u) ∈ V_h takie, że ‖u − v_h(u)‖ → 0. Zatem ‖u − u_h‖ ≤ M γ inf_{vh∈Vh} ‖u − v_h‖ ≤ ‖u − v_h(u)‖ → 0.

Twierdzenie Céa wskazuje na to, ze jakość konkretnej wersji Metody Ritza-Galerkina zależy od tego jak zostana wybrane przestrzenie skończonego wymiaru V_h. Mówiac o jakości danej wersji metody mamy na myśli przede wszystkim

• szybkość zbieżności u_h do u gdy h → 0,

• postać macierzy A_h układu równań (4); macierz ta jest na ogół bardzo dużego wymiaru. Zatem bardzo istotna pozytywna jej cecha byłaby jej pasmowość.

Metoda Elementu Skończonego (MES) - Finite Element Method (FEM) jest taka realizacja Metody Ritza-Galerkina która

• pozwala uzyskiwać oszacowania szybkości zbieżności,

• produkuje macierze A_h układu (4) o budowie pasmowej.