Wykład 6

Przykład (agitacja) Rozważamy dobrze nam znane zagadnienie brzegowe (1) −u^{′′} (t) + cu(t) = f(t), t ∈ (o, 1) (2) u(0) = 0, u(1) = 0.

Niech V = C^1([0, 1]) i niech V_0 = {v ∈ V | v(0) = v(1) = 0}. Pomnożymy stronami równanie (1) przez v ∈ V_0 i scałkujemy w przedziale (0, 1) wykorzystujac wzór na całkowanie przez cześci oraz uwzgledniajac fakt, że wyraz brzegowy znika; otrzymamy

∫_1 0 (u^′(t)v^′(t) + cu(t)v(t))dt = ∫_1 0 f(t)v(t)dt. Oznaczmy: a(u, v) = ∫_1 0 (v^′(t)u^′(t) + cu(t)v(t))dt, lv = ∫_1 0 f(t)v(t)dt. Zauważmy, że a : V × V → R jest forma dwuliniowa nad V l : V → R jest forma liniowa nad V .

Zatem, zagadnienie (1)(2) zastapiliśmy innym zagadnieniem

(3) znajdź u ∈ V_0, takie, że ∀_{v∈V0} a(u, v) = lv.

Jest to równanie wariacyjne. Zagadnienie (3) jest sformułowaniem uogólnionym zagadnienia (1),(2). Rzeczywiście, możemy uważać (3) za uogólnienie (1),(2), gdyż rozwiazanie klasyczne u zagadnienia (1)(2), jeśli istnieje, to spełnia równanie wariacyjne (3), zaś nie każde rozwiazanie równania wariacyjnego (3) musi spełniać (1)(2). Zauważmy, że rozwiazania równania wariacyjnego (3) nie musza być dwukrotnie różniczkowalne: moga być tylko jeden raz różniczkowalne!

Weźmy teraz pod uwage inne zagadnienie brzegowe (4) −u^{′′} (t) + cu(t) = f(t), t ∈ (0, 1), (5) u^′ (0) = a, u^′ (1) = b.

Warunki brzegowe (5) możemy interpretować tak: zadana jest pochodna normalna zewnetrzna do brzegu obszaru Ω = (0, 1), a wiec jest to warunek brzegowy Neumanna.

Postapimy teraz w podobny sposób jak poprzednio. Pomnożymy stronami równanie (4), tym razem jednak przez dowolny element przestrzeni V = C^1([0, 1]). Po scałkowaniu przez cześci w przedziale (0, 1), otrzymamy

∫_1 0 (u^′ (t)v^′ (t) + cu(t)v(t))dt = ∫_1 0 f(t)v(t)dt − av(0) + bv(1). Możemy teraz napisać równanie wariacyjne (6) a(u, v) = lv + gv, gdzie a : V × V → R, l, g : V → R, a(u, v) = ∫_1 0 (u^′ (t)v^′ (t) + cu(t)v(t))dt, lv = ∫_1 0 f(t)v(t)dt, gv = bv(1) − av(0). Równania wariacyjne (3) i (6) maja nastepujaca własność: jeśli prawa strona równania różniczkowego f jest ciagła w (0, 1) i jeśli u ∈ C^2 jest rozwiazaniem, to u spełnia odpowiednio (1)(2), lub (4)(5).

Sprawdźmy to na przykład dla (6). Niech najpierw v ∈ V_0. Ponieważ u ∈ C^2 to w (6) możemy ponownie scałkować przez cześci i otrzymamy

∫_1 0 (−u^{′′} (t) + cu(t) − f(t))v(t)dt = 0, ∀_{v∈V0} . Ze wzgledu na to, że v(0) = v(1) = 0, mamy g(v) = 0. Ponieważ −u^{′′} (t) + cu(t) − f(t), t ∈ (0, 1) jest funkcja ciagła, to warunek znikania całki dla wszystkich v ∈ V_0 pociaga (7) −u^{′′} (t) + cu(t) = f(t), t ∈ (0, 1), a wiec spełnione jest równanie różniczkowe (4). Wybierzmy teraz v ∈ V ; mnożac stronami równanie (4) przez v ∈ V i całkujac przez cześci otrzymamy a(u, v) = lv + u^′ (1)v(1) − u^′ (0)v(0).

Po odjeciu stronami równania (6), otrzymamy (u^′ (1) − b)v(1) − (u^′ (0) − a)v(0) = 0.

Możemy teraz dobrać v ∈ V tak, aby najpierw v(0) = 1, v(1) = 0, oraz nastepnie tak, aby v(0) = 0, v(1) = 1; otrzymamy u^′ (0) = a, u^′ (1) = b.

Widzimy wiec, że spełniony jest również warunek Neumanna. Własności form a i l

Stosujac nierówność Schwarza wyprowadzimy łatwo nastepujace nierówności |a(u, v)| ≤ M‖u‖_1‖v‖_1, oraz |lv| ≤ L‖v‖_0 ≤ L‖v‖_1, gdzie M i L sa stałymi. Nierówności te oznaczaja ciagłość (ograniczoność) rozważanych form.

Nie trudno też oszacować wyrażenie a(u, u) z dołu: a(u, u) = ∫_1 0 (u^′ (t)^2 + cu(t)^2)dt ≥ min{1, c}

∫_1 0 (u^′ (t)^2) + u(t)^2)dt ≥ γ‖u‖^2_1, gdzie γ = min{1, c} w tym przypadku. Ta ostatnia nierówność oznacza koercywność formy a w przestrzeni V .

Sformułowania (3) i (6) sa uogólnione w tym sensie, że od rozwiazania nie wymagaja jego dwukrotnej różniczkowalności. Formalnie wystarczy przynależność do V = C^1([0, 1]). Jednak nie potrafimy udowodnić istnienia i jednoznaczności rozwiazania tak postawionego zadania. Potrzebne jest tu jeszcze wieksze rozszerzenie przestrzeni V_0, lub V w ten sposób, aby uzyskać ich zupełność w sensie naturalnej dla tych przestrzeni normy ‖ · ‖_1. Taka przestrzenia jest H^1_0 (0, 1) dla zadania (3), zaś H^1(0, 1) dla zadania (6). Ze wzgledu na gestość V_0 lub odpowiednio V w przestrzeni H^1_0 (0, 1), wzglednie H^1(0, 1), oraz ze wzgledu na ograniczoność rozpatrywanych form a i l, formy te można przedłużyć w sposób zachowujacy ciagłość i koercywność na przestrzenie H^1_0 (0, 1) i H^1(0, 1).

Doszliśmy w ten sposób do pełnego sformułowania uogólnionego.

Niech (V, (·, ·)) bedzie rzeczywista przestrzenia Hilberta.

Dana jest forma dwuliniowa a : V × V → R, • ciagła: ∃_{M>0}, taka, że ∀_{u,v∈V} |a(u, v)| ≤ M‖u‖‖v‖, • i koercywna: ∃_{γ>0} taka, że ∀_{u∈V} γ‖u‖^2 ≤ a(u, u)

oraz forma liniowa l : V → R ciagła: ∃_{L≥0} ∀_{v∈V} |lv| ≤ L‖v‖. (∗) Poszukujemy u ∈ V takiego, że a(u, v) = lv, ∀_{v∈V} .

Dla rozpatrywanych uprzednio przykładów należy przyjać H^1_0 (0, 1) dla zadania (3), zaś H^1(0, 1) dla zadania (6).

Zajmiemy sie teraz sprawa istnienia i jednoznaczności rozwiazania zagadnienia (∗).

Twierdzenie Laxa - Milgrama. Niech (V, (·, ·)) bedzie rzeczywista przestrzenia Hilberta, a : V × V → R, forma dwuliniowa ograniczona i koercywna, l : V → R forma liniowa ograniczona.

Wtedy równanie wariacyjne (∗) ma jednoznaczne rozwiazanie u ∈ V .

Dowód. Ustalmy chwilowo u ∈ V ; v → a(u, v) dla każdego u ∈ V ustalonego jest funkcjonałem liniowym nad V . Zatem mamy operator A : V → V^′ , Au = a(u, ·), gdzie V^′ oznacza przestrzeń dualna do przestrzeni V , to jest przestrzeń wszystkich funkcjonałów liniowych i ograniczonych nad przestrzenia V .

Dla przestrzeni Hilberta V zachodzi Twierdzenie Riesza:

Istnieje izomorfizm liniowy (izometria) τ : V^′ →_{na} V, taki, że dla każdego f ∈ V^′ , τf = v_f ∈ V i ‖f‖ = ‖v_f ‖, oraz dla każdego v ∈ V fv = (v_f , v).

Mamy wiec a(u, v) = (τ(Au), v), a wiec a(u, v) = lv można zapisać równoważnie (τ(Au), v) = (τ(l), v). Zatem nasze zadanie (∗) jest równoważne równaniu operatorowemu (∗∗) Au = l. Zauważmy, że operator A jest liniowy i ograniczony. Liniowość wynika bezpośrednio z liniowości a.

Udowodnimy ograniczoność A. Mamy ‖Au‖ = = sup_{‖w‖=1} |Auw| = sup_{‖w‖=1}(τ(Au), w) = sup_{‖w‖=1} |a(u, w)| ≤ M‖u‖‖w‖ = M‖u‖, gdzie M jest stała ciagłości formy a. To oznacza, że norma A jest ograniczona z góry przez M. Teraz pokażemy, że równanie Au = l ma jednoznaczne rozwiazanie. Zastosujemy, twierdzenie Banacha o punkcie stałym.

Niech Φ(v) = v + ρτ(l − Av), gdzie ρ > 0; mamy Φ : V → V. Udowodnimy, że można tak dobrać ρ, że Φ bedzie odwzorowaniem zweżajacym. Stad wyniknie, istnienie jedynego u ∈ V , takiego, że u = Φ(u), a wiec Au = l.

Niech v_1, v_2 ∈ V .

Φ(v_1) − Φ(v_2) = v_1 − v_2 − ρτ(A(v_1 − v_2)). Stad:

‖Φ(v_1) − Φ(v_2)‖^2 = ‖v_1 − v_2‖^2 + ρ^2‖τ(A(v_1 − v_2))‖^2 − 2a(v_1 − v_2, v_1 − v_2). Teraz skorzystamy z ograniczoności i koercywności formy a. ‖Φ(v_1) − Φ(v_2)‖^2 ≤ ≤ ‖v_1 − v_2‖^2 + ρ^2M^2‖v_1 − v_2‖^2 − 2ργ‖v_1 − v_2‖^2 = [M^2 − 2ργ + 1]‖v_1 − v_2‖^2. A wiec ‖Φ(v_1) − Φ(v_2)‖ ≤ L‖v_1 − v_2‖ gdzie L^2 = M^2ρ^2 − 2ργ + 1. Widzimy, że jeśli 0 < ρ <^{2γ}_{M 2} , to 0 ≤ L < 1.