
KOLOKWIUM, TOPOLOGIA I, 04.12.23.

UWAGA: Rozwi¡zanie ka»dego zadania nale»y napisa¢ na oddzielnej kartce.
Ka»d¡ kartk¦ z rozwi¡zaniami nale»y podpisa¢ podaj¡c imi¦ i nazwisko, nu-
mer indeksu oraz numer grupy lub nazwisko prowadz¡cego ¢wiczenia. Dla
wszystkich odpowiedzi nale»y poda¢ uzasadnienie.

1. Znale¹¢ domkni¦cie zbiorów:

(A)
A = (1, 2]× (1, 2] ⊂ R2

w przestrzeni (R2, τ(dr)),(R
2, τ(dk)), gdzie τ(dr) oznacza topologi¦ na pªasz-

czy¹nie R2 generowan¡ przez metryk¦ "rzeka" a τ(dk) oznacza topologi¦ na
pªaszczy¹nie R2 generowan¡ przez metryk¦ "kolejow¡".

(B)
B = A ∩ (Q×Q)

w tych samych przestrzeniach, gdzie Q oznacza zbiór liczb wymiernych..

2. Niech τ(dk) i τ(dr) b¦d¡ topologiami opisanymi w poprzednim zadaniu.
Niech τK oznacza topologi¦ kwadratu leksykogra�cznego K = [0, 1]× [0, 1].

(A) Niech f : (R2, τ(dk) → (R2, τ(dr)) b¦dzie przeksztaceniem okre±lonym
formuª¡

f((x, y)) = (x− y, x− y).

Dla p = (1, 1) ∈ R2 , q = (1,−1) ∈ R2 sprawd¹ ciagªo±¢ odwzorowania f w
punktach p i q.

(B) Niech ∆1 = {(s, s) ∈ K|s ∈ [0, 1]} a ∆2 = {(s, 1− s) ∈ K | s ∈ [0, 1]}
Sprawd¹, czy przeksztaªcenie f : ∆1 → ∆2 okre±lone wzorem f((s, s)) =
(s, 1− s) jest homeomor�zmem, gdy na ∆1 i ∆2 mamy topologi¦ otrzyman¡
z obci¦cia topologii τK do podprzestrzeni.

3. Rozwa»my zbiór X = {x ∈ Z : x ≥ 2}. Dla ka»dego n ∈ X de�niujemy
zbiór Un = {x ∈ X | x dzieli n}.

a. Sprawd¹, »e dla m ̸= n i x ∈ Un ∩ Um istnieje k takie, »e

x ∈ Uk ⊂ (Um ∩ Un).

Niech T b¦dzie topologi¡ generowan¡ przez baz¦ B = {Un | n ∈ X}.
b. Poka», »e przestrze« topologiczna (X, T ) nie jest Hausdor�a.
c. Poka», »e zbiór liczb pierwszych jest g¦stym podzbiorem przestrzeni

(X, T ).
d. Dla ka»dego x ∈ X znajd¹ domkni¦cie w (X, T ) zbioru {x}.

4. Udowodnij, »e zwarta przestrze« metryczna (X, d)ma przeliczaln¡ baz¦.
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