Zadania Dodatkowe

Zadania nie sg obowigzkowe.

Kazde zadanie jest warte 1 punkt.

Mozna odda¢ do 2 zadan.

Termin oddawania: czwartek 22.1 - ostatnie zajecia

Zadanie 1 (Produkt).
Niech X bedzie zbiorem, a 7; i 75 dwiema topologiami na X.

a) Udowodnij, ze rodzina
B={V CX |istnieja U; € T; 1 Uy € 75 takie, ze V. =U; NU, }
jest bazg pewnej topologii 7 na X.
b) Pokaz, ze przestrzen X z topologia 7 jest homeomorficzna z
S ={(x,x) |z e X}

z topologia podprzestrzeni w produkcie X x X, gdzie pierwszy sktadnik ma topologie
71, a drugi 75.

Zadanie 2 (Przestrzenie ilorazowe).
Niech X bedzie przestrzenia topologiczna. Rozwazmy relacje réwnowaznosci na X x[—1, 1]
zadang przez:

(w1 t1) ~ (w2,t2) = ((w1t) = (@2,t2)) V (=t = 1) V (b = 1 = —1).
Definiujemy zawieszenie X jako przestrzen ilorazowsa
YX =X x[-1,1]/~.
Niech S' bedzie okregiem, a S? sfera:
St ={(z,y) e R*|z* +¢* =1}, S? ={(z,y,2) € R¥|2* +y* + 22 = 1}
Skonstruowaé ciagla bijekcje 2S5t — S2. Uzasadnié, ze jest to homeomorfizm.

Zadanie 3 (Sp6jnosé).
Dla przestrzeni X zdefiniujmy stozek nad X jako

CX =X x[0,1]/X x {1}.
a) Uzasadnié, ze dla dowolnej przestrzeni X stozek C'X jest tukowo spéjny.

b) Niech
St ={(z,y) eRa” +y* =1}

bedzie okregiem jednostkowym. Uzasadnij, ze dla dowolnego punktu ze stozka a € C'S*
przestrzen bez punktu C'S' — {a} jest tukowo sp6jna.

c) Niech Y = S U S, Uzasadnij, ze stozki CY i C'S! nie sg homeomorficzne.



Zadanie 4 (Zwartosc).
Niech B = B((0,0);1) C (R? d,,) bedzie otwarta kula euklidesowa o $rodku (0,0) i
promieniu 1. Niech X = B U {oo}. Niech 7x bedzie rodzina podzbioréw X dana przez

oo ¢ U, oraz U jest otwarty w B, lub
UeTy — ¢ ) i Y
oo e U, oraz B — U jest zwarty .

a) Uzasadnij, ze 7x to topologia na X.
b) Wykaz, ze przestrzen (X, 7x) jest zwarta.
Uwaga: Przypominam, ze w definicji zwartosci zawiera sie warunek Hausdorffa.

Zadanie 5 (Zupeosé).
Udowodnié, ze istnieje punkt (x,y) € R? taki, ze dla kazdego niezerowego wielomianu o
wspotezynnikach wymiernych W € Qlx, y], W # 0 zachodzi

W(z,y) #0.



