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newtheorem{cor}[thm]{Wniosek} newtheorem{lem}[thm]{Lemat}
newtheorem{defn}[thm]{Definicja} newtheorem{tozs}[thm]{Tozsamosc}
newtheorem{hyp}[thm]{Hipoteza} newtheorem{useless}[thm]{}
newenvironment{proof}[1][Dowdd. [{noindenttextsc{#1}} {nolinebreak[4]hfillblacksquare$\par}
newenvironment{sol}[1][Rozwigzanie. ]{ noindenttextsc{#1}} {hfillpar}
newenvironment{problem}{noindenttextsc{Zadanie}\} {hfillpar} defdeg{*{circ}}
defsource#1{\Zrédto: #1}  %subimport{../}{style} include{style} begin{document}
setlength{topmargin}{-1.2cm} section{ {normalsize W ciggu $n$ koétek sg dwa méwigce o tym
samym, czyli}\[-1cm] Dirichlet!} renewcommand{thethm}{} begin{thm}[Zasada szufladkowa
Dirichleta] Jezeli $kn+1$ przedmiotéw wkitadamy  do $n$ szufladek, to w przynajmniej jednej
szufladce bedzie przynajmniej  $k+1$ przedmiotéw.end{thm} subsection{Prostsze}
begin{enumerate}  item begin{problem} $200% réznych punktéw zostato wybranych
na okregu tak, ze kat Srodkowy oparty na dowolnych dwoch z nich ma catkowitg ilo$¢
stopni. Dowiedz, ze wsrdd nich istniejg punkty antypodyczne (tzn. symetrycznie
wzgledem srodka okregu). end{problem} item begin{problem} Pokaz, ze
istniejg dwie rézne potegi $39$, ktérych réznica jest podzielna przez $2010$.
end{problem} item begin{problem} Liczby $1,2,3,dots,10$ zostaty umieszczone
w~pewnym porzadku na okregu. Udowodnij, ze istniejg 3 kolejne liczby, ktérych suma
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jest nie mniejsza niz $17$. end{problem} item begin{problem} Dany
jest zbiér $2011$ punktédw na ptaszczyznie. Z~kazdej trojki punktéw da sie wybra¢ dwa
odlegte od siebie o~mniej niz $1$ stankometr. Udowodnij, ze pewne $1006$
punktéw lezy w~pewnym kole o~promieniu $1$ stankometra. end{problem}

item begin{problem} Wykaz, ze w dowolnym wieloScianie istniejg dwie Sciany o tej
samej liczbie krawedzi. end{problem} end{enumerate} subsection{Srednie i
trudniejsze} %Niektére zadania sg wziete z ksigzki Musztariego. Y%emph{Wsr6d ponizszych
zadan nie ma naprawde trudnych, ale i naprawde tatwych. %QOsobom, kt6re nie zetknety sie
jeszcze z Dirciem sugeruje pomyslec najpierw %nad zadaniami z
url{http://matma.ilo.pl/images/pros09_diri.pdf}. Jezeli %chcecie jeszcze wiecej zadan polecam
wpisa¢ w wyszukiwarce url{matma.ilo.pl} % Dirichlet".} begin{enumerate} % item %
begin{problem} % emph{Resztka teorii liczb -- fakt potrzebny do rozwigzania %
zadania z poprzedniego koétka.} % Niech $a,bin mathbb{Z}$, niech liczba $d$ bedzie
catkowita. % Udowodnij, ze nastepujgce warunki sg rownowazne: %
begin{enumerate} % item $NWD(a,b) Big| d$. % item Istniejg liczby $x,yin
mathbb{Z}$, takie, ze % [ax + by =d.] % end{enumerate} %
emph{Wskazdéwki (niektére podpunkty warto narysowaé na osi % liczbowej).} %

Dla zwieztosci oznaczamy $(a,b) := {ax + by | x,yin % mathbb{Z}}$, czyli zbiér liczb
catkowitych dajacych sie % zapisaé w postaci $ax+by$ dla pewnych $x,y$
catkowitych. % Analogicznie oznaczam $(NWD(a,b)) := left{f NWD(a,b)x | xin
mathbb{Z} % right}$. % begin{enumerate} % item Wykaz, ze $(b)
Rightarrow (a)$, innymi stowy, ze % $din (a,b)$ implikuje $NWD(a,b) Big|d$. %

item emph{Przetrawianie definicji. Wszystkie ponizsze % stwierdzenia sg
““udowadnialne" drogga % podstawiania definicji $(a,b)$.} %
Uzasadnij, ze % begin{enumerate} % item $0in (a,b)$. %
item Jezeli $tin (a,b)$ i $rin mathbb{Z}$ to % $rtin (a,b)$, innymi stowy $tin
(a,b)$i % $tBig|u$ implikuje $uin (a,b)$. % item Jezeli $t,uin
(a,b)$ to $t+u, t-uin (a,b)$. % end{enumerate} % item Uzasadnij, ze jezeli
$din (a,b)$ to % rowniez $a mod d, bmod din (a,b)$ % item %
Niech $d_0$ bedzie najmniejszg liczbg dodatnig z % $(a,b)$. %
Zrozum, ze skoro $amod d_0 <d 0% i~$amod % d_0in (a,b)$ to $amod d_0=0% i
analogicznie $bmod d_0 % = 0%, czyli $d_0Big|a$ i $d_0Big|b$, zatem %
$d_0BigINWD(a,b)$, z poprzedniego punktu ($din (a,b)$) % mamy
$NWD(a,b)Big|d_0$%, czyli $d_0 = NWD(a,b)$. % item emph{Dowod $(a) Rightarrow
(b).$} % Niech $d$ bedzie dowolng liczbg podzielng przez %
$NWD(a,b)$. Skorzystaj z poprzednich podpunktéw aby % dowies¢, ze $din (a,b)$.
% item emph{Bonus.} Zauwaz, ze teza méwi doktadnie, ze zachodzi rowno$¢ %
$(NWD(a,b)) = (a,b)$. % end{enumerate} % end{problem} item
begin{problem} emph{Resztka teorii liczb -- fakt potrzebny do rozwigzania
zadania z poprzedniego koétka.} Niech $a,bin mathbb{Z}$, niech liczba $d$ bedzie
catkowita. Udowodnij, ze nastepujgce warunki sg rownowazne:
begin{enumerate} item $NWD(a,b) Big| d$. item Istniejg liczby $x,yin
mathbb{Z}$, takie, ze [ax + by =d.] end{enumerate}
emph{Wskazdwki: } begin{enumerate} item Wykaz, ze $(b) Rightarrow (a)$.
item emph{$(a) Rightarrow (b).$} Zat6z, ze $NWD(a,b) = 1$.
Z twierdzenia chinskiego o resztach wynika, ze istniejg: [ A:A
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equiv 0 mod a, A equiv 1 mod b, ] [ B: B equiv 1 mod a,
B equiv 0 mod b. ] Oczywiscie $A + B equiv 1 mod a$ i $A + B equiv
1 mod b$. Uzasadnij, ze $A + B equiv 1 mod ab$. Zauwaz, ze stad
wynika przedstawienie $1 = ax + by$ dla pewnych $x,yin mathbb{Z}$, a przez
domnozenie --- przedstawienie dowolnej liczby naturalnej w tej postaci.
item Udowodnij twierdzenie w ogdlnej postaci, bez zatozenia $NWD(a,b) = 18.
emph{Wskazoéwka: Podziel przez $NWD(a,b)$.} end{enumerate}
end{problem} item begin{problem} W ILO powotano komitety wyborcze. Kazdy
komitet skupia ponad potowe uczniéw. Udowodnic, ze istnieje uczen, ktéry nalezy do
ponad potowy komitetdw. end{problem} item begin{problem}
Kazdy punkt ptaszczyzny malujemy na sebowo lub hubowo. Udowodnic, ze istnieje
prostokat o osiach réwnolegtych do uktadu wspotrzednych, ktérego wszystkie
wierzchotki sg tego samego koloru. end{problem} item begin{problem}
Yogi zjada co najmniej jeden piknik dziennie. Jezeli przez ostatni miesigc ($30$
dni) zjadt on $45$ piknikbw udowodnij, ze od pewnego dnia A do dnia B zjadt doktadnie
$148$ piknikow. end{problem} item begin{problem} Oznaczam $left{ x
right}$ czes¢ utamkowa liczby $x$, tzn. takg liczbe $rin [0,1)$, ze $x - r$ jest catkowita.
Np. ${3.5} = 0.5%, ${-1.2} = 0.8%. Niech $alpha$ bedzie liczbg niewymierna.
Udowodni¢, ze w dowolnym przedziale $(a,b) subseteq [0,1)$, ($a < b$) istnieje
nieskonczenie wiele liczb postaci $left{ nalpha right} (*)$ dla $nin mathbb{N}$.
emph{Wskazdwki:} begin{enumerate} item Wez liczby ${alpha}, {2alpha},
{3alpha}, cdots, {nalpha}, {(n+1)alpha}$, udowodnij, ze dwie rézne z
nich lezg w odlegtosci nie wiekszej niz $1/n$, stwierdz ze wobec tego istnieje
liczba postaci * w przedziale $(0, frac{1}{n})$ lub w przedziale
$(1-frac{1}{n}, 1)$. Udowodnij, ze jezeli istnieje liczba w przedziale $(1-frac{1}{n},
N$toi w~$(0, frac{1}{n})$, zatem zawsze istnieje liczba w $(0,
frac{1}{n})$. item Obierz dowolne $0<1,kin mathbb{N}$ i udowodnij, ze w
przedziale $(a,b)$ lezy co najmniej $k$ roznych liczb postaci *,
biorac wielokrotnosci liczby otrzymanej powyzej. end{enumerate}
end{problem} item * begin{problem} Uzasadnij, ze dla dowolnej liczby
$AS istnieje takie $n$, ze $2An$ rozpoczyna sie od cyfr z liczby $A$ np. dla $A =
13$ mamy $27 {17} = 131072%, dla $A = 1811$ mamy $2/{1901} =
underbrace{1811430839172ldots} {573hbox{ cyfry}}$, jak wida¢ te liczby nie
musza by¢ zbyt mate :P emph{Wskazowka: rozwaz $nlog_{10} 2 = log_{10} 2An$
i $log_{10} AS$, gdzie $log_{10} x$ to taka liczba rzeczywista, ze $10*{log_{10} x} =
x$ (zadnych strasznych wtasnosci logarytmoéw nie potrzeba znac).}
end{problem} end{enumerate} end{document}
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