
Koniec o Z→ Zp

1.1 Teoria

Nieraz stykamy si¦ z problemem: udowodni¢, »e dane równanie postaci cos·xk+cos2ym+cos_jeszcze = 0
nie ma rozwi¡za« w liczbach caªkowitych.

Warto wtedy popatrze¢ na to równanie mod pewna liczba caªkowita (ma to te» sens algebraiczny �
chodzi o to, »e obrazami algebraicznymi Z s¡ dokªadnie zbiory reszt Zn).

Przeliczmy bodaj najcz¦±ciej stosowany przykªad:

n 0 1 2 3 4 5 6 7
n mod 8 0 1 4 1 0 1 4 1

Zatem n2 mod 8 mo»e przyjmowa¢ jedynie warto±ci 0, 1, 4, st¡d te» wniosek, »e n2 mod 4 mo»e przyj-
mowa¢ jedynie warto±ci 0, 1.

Typowe rozumowania:
Zadanie

Udowodni¢, »e równanie x2 + 4y2 = 2011 nie rozwi¡za« w liczbach caªkowitych dodatnich.
Rozwi¡zanie.

Zauwa»my, »e 2011 ≡ 3 mod 4, zatem gdyby x i y speªniaªy to równanie to x2 ≡ x2+4y2 = 2011 ≡ 3
mod 4, a kwadraty nie daj¡ reszty 3 z dzielenia przez 4.

Zadanie

Udowodni¢, »e równanie x2 + 2y2 = 4k nie ma rozwi¡za« w liczbach caªkowitych dodatnich, dla
»adnego k naturalnego.
Rozwi¡zanie.

Zauwa»my, »e rozwi¡zanie w liczbach caªkowitych istniej¡ � np. rozwi¡zanie x = 2k, y = 0. Zatem
nachamowe liczenie mod nie zadziaªa.

Zaªó»my, »e takie rozwi¡zania istniej¡, niech (x, y) b¦dzie takim rozwi¡zaniem, przy czym x jest
najmniejsze mo»liwe w±ród wszystkich rozwi¡za« x, y dla wszystkich k.

Liczby x i y speªniaj¡ równanie x2+2y2 ≡ 4k mod 4. Oczywi±cie 4k ≡ 0 mod 4, zatem x2+2y2 ≡ 0
mod 4. Jakie reszty mo»e dawa¢ x2 + 2y2? Ano wszystkie kombinacje a+ 2b mod 4 gdzie a, b ∈ {0, 1}.
Przeliczamy, »e s¡ to 0 + 2 · 0 ≡ 0, 0 + 2 = 2, 1 + 0 = 1, 1 + 2 · 1 = 3. Zatem zgadza si¦ tylko, je»eli a = 0

i b = 0, czyli gdy 4
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= 4k−1.

a wi¦c x/2, y/2 s¡ rozwi¡zaniem równania i oczywi±cie skoro x > 0 to x/2 < x. Otrzymujemy sprzeczno±¢
z zaªo»eniem, »e x byªo najmniejsze w±ród wszystkich rozwi¡za«.

1.2 Zadania

1. Zadanie
Udowodnij, »e liczba 3n + 3 · 17n nie jest kwadratem liczby naturalnej dla ka»dego n ∈ N.

2. Zadanie
Wyznacz wszystkie n ∈ N takie, »e

5
∣∣∣1n + 2n + 3n + 4n.



3. Zadanie
Rozwi¡» równanie x3 + 3y3 = 9z3 w liczbach caªkowitych.

4. Zadanie
Chi«skie twierdzenie o resztach.

Celem jest udowodnienie, »e je»eli liczby k i l s¡ wzgl¦dnie pierwsze, a r1 i r2 s¡ caªkowite, to
istnieje dokªadnie jedna liczba M ∈ {0, 1, . . . , kl − 1} taka, »e
M ≡ r1 mod k
M ≡ r2 mod l.

Intuicyjnie: reszty z dzielenia przez k i l s¡ zupeªnie niezale»ne od siebie.

Sugerowane kroki:

(a) Udowodni¢, »e reszty liczb z ci¡gu {0, k, 2k, 3k, . . . , (l − 1)k} s¡ parami ró»ne, zauwa»y¢, »e
w zwi¡zku z tym ka»da reszta pojawia si¦ w tym ci¡gu.

(b) zrobi¢ to samo dla ci¡gu {a, k + a, 2k + a, 3k + a, . . . , (l − 1)k + a}.
(c) zauwa»y¢, »e wªa±nie udowodniªo si¦ to, co trzeba ;)

1.3 Teoria 2.0

Ten paragraf jest (niestety; kiedy± si¦ mo»e zdra»ni¦ i zrobi¦ porz¡dny kurs algebry) poza
jakimkolwiek programem tego kóªka, jego zrozumienie pozostawiam najwy»ej uczestnikom
zeszªorocznego kóªka.

Jak caªy czas w teorii liczb, mo»na zobaczy¢ znacznie wi¦cej patrz¡c przez szkieªko algebry, mo»na
znaczniej uªatwi¢ sobie »ycie i unikn¡¢ bª¦dów obliczeniowych, wybieraj¡c od razu te �bardziej obiecuj¡ce�
liczby do brania mod .

Twierdzenie 1.1 Niech p b¦dzie liczb¡ pierwsz¡. Wtedy ak mo»e daje dokªadnie p−1
NWD(k,p−1) +1 ró»nych

reszt mod p.

Dowód. Wymaga u»ycia faktu o istnieniu generatora, ale przy znajomo±ci tego faktu i lematu o rz¦dzie
jest bardzo proste. Dowód na »yczenie. �

Wniosek 1.2 Nie ma sensu np. rozwa»a¢ reszt z dzielenia przez 5 liczb n3, bo, jak gªosi powy»sze twier-
dzenie, jest ich 4

NWD(3,4) + 1 = 5, czyli s¡ to po prostu wszystkie mo»liwe reszty.

Ogólniej sensownie rozwa»a¢ takie p, »eby NWD(k, p− 1) byªo jak najwi¦ksze. Pokazuje to, »e np.
mod 7 ±wietnie sprawdza si¦ w kontaktach z sze±cianami, bo n3 daje dokªadnie 6

3 + 1 = 3 reszty mod 7
(s¡ to zreszt¡ −1, 0, 1, co przeliczamy ju» bezpo±rednio).

Z liczbami niepierwszymi jak zawsze jest wi¦kszy problem, tym niemniej mo»na sobie poradzi¢ przez
izomor�zm Zkl ' Zk × Zl (k ⊥ l) oraz istnienie generatora w Zpα gdzie p � pierwsze, α dodatnie.


