Teoria liczb 1 — kongruencje

1.1 Teoria

Wszystkie liczby sa catkowite, chyba, ze powiedziano inaczej.
Dla dowolnych rzeczy, na ktérych mamy sensownie zdefiniowane mnozenie (np. dla liczb catkowitych)
mowimy, ze a dzieli b, rownowaznie b jest podzielna przez a co zapisujemy

alb
jezeli istnieje takie c, ze
b = ca.
Relacja podzielnosci niestety nie jest zbyt poreczna, jezeli rozpatrujemy wiele podzielnoéci przez te
samy liczbe. Stosujemy wtedy kongruencje.

Definicja 1.1 Méwimy, ze
a=b modn

co czytamy “a przystaje do b modulo n”, jezeli
n|a —b.

Np. 3=5 mod 2, 7= —4 mod 11 bo 2|5 — 31 11|7 — (—4). Jak wida¢, zadnej magii tutaj nie ma.
Relacja przystawania modulo n ma jednak wtasnosci bardzo podobne do relacji réwnosci:

1. a =a mod n,

2. Jezeli a = b mod n to
b=a mod n,

3. Jezelia=b modnib=c¢ modn to
a=c mod n,

4. Jezeli a1 = a9 mod nib; =by modn to
a1+b1 Ea2+b2 mod n
a1 — by =as — by modn
ai1b; = azbs mod n
5. Z poprzednich wlasnosci wynika, ze jezeli by = by mod n to ab; = abs mod n.

Niestety nie ma podobnie tatwych relacji jezeli chodzi o dzielenie.
Wszystkie wlasnosci kongruencji dowodzimy korzystajac z definicji. Udowodnimy dla przyktadu ostat-
nig wlasnoéé, a raczej trzy wtasnosci:
Dowob.
Wiemy, ze a; = as mod n, czyli z definicji n|a; — as oraz by = by mod n czyli n|b; — bs.
Oczywiscie wynika z tego n‘(al —ag) + (b1 — b2) = (a1 + b1) — (a2 + b2). Korzystajac ponownie z
definicji zachodzi a; + b1 = as + bo mod n.
Analogicznie n‘(al —ag) — (by —b2) = (a1 — b1) — (a2 — ba), czyli a; — by = as — by mod n.
Nieco trudniej dowodzi sie ostatniej wtasnosci (ale to dobrze, bo ma ona dzieki temu niezerowy sens):

Skoro n’al —as to n’(al — az)by i skoro n‘bl — by to n‘ag(bl —bs), a wiec

n‘(al - az)bl + ag(bl — b2) = a1b1 — agby 4+ asby — asbs = a1by — asbs stad a1b; = asby mod n



Definicja 1.2 Symbolem a mod n oznaczamy reszte z dzielenia liczby a przez n. Ma to wystarczajgco
duzo wspdlnego z a = b mod n, Zeby uzywaé tej notacyi, ale mimo wszystko a mod n to zupelnie co
innego niz a = b mod n — pierwsze to pewna liczba a drugie to pewne twierdzenie.

1.2 Zadania

Czes¢ teoretycznie trudniejszych zadan jest oznaczona gwiazdka.

1. ZADANIE

(a) Udowodnij, ze reszta z dzielenia przez 10 liczby 33'%0 jest taka sama jak reszta z dzielenia
przez 10 liczby 3100,

(b) Oblicz reszte 7 dzielenia 3% przez 100.
(c) Oblicz reszte z dzielenia 270,370,470 570 przez 71.
(d) Wykaz, ze

13270 4+ 37,

2. ZADANIE
Udowodnij wtasnosci kongruencji z listy z teorii. Wykaz tez, ze jezeli liczba d jest wzglednie pierwsza
z n, a,b sa takimi catkowitymi podzielnymi przez d, ze a = b mod n, to

b
% = p mod n
3. ZADANIE
Oblicz reszte z dzielenia 17,172,173,...,17%! przez 11. Sprébuj znalezé wérod otrzymanych reszt
jakies regularnosci.
(*) Oblicz reszte z dzielenia
177
przez 11.
4. ZADANIE

Udowodnij wzory skréconego mnozenia:

(a) = —ylz™ — y" dla dowolnej liczby naturalnej n,

(b) z+y

z" 4+ y™ dla dowolnej nieparzystej liczby naturalnej n.

Oczywiscie istniejg tadne dowody za pomocq kongruencyi i inne dowody wiec jezeli ktos zna inny
dowdd, to niech sprobuje udowodnié za pomocq kongruencyi, a jezeli nie to niech wymysli cokolwiek

;)



