
Teoria liczb I � kongruencje

1.1 Teoria

Wszystkie liczby s¡ caªkowite, chyba, »e powiedziano inaczej.
Dla dowolnych rzeczy, na których mamy sensownie zde�niowane mno»enie (np. dla liczb caªkowitych)

mówimy, »e a dzieli b, równowa»nie b jest podzielna przez a co zapisujemy

a
∣∣∣b

je»eli istnieje takie c, »e
b = ca.

Relacja podzielno±ci niestety nie jest zbyt por¦czna, je»eli rozpatrujemy wiele podzielno±ci przez t¦
sam¡ liczb¦. Stosujemy wtedy kongruencje.

De�nicja 1.1 Mówimy, »e
a ≡ b mod n

co czytamy �a przystaje do b modulo n�, je»eli

n
∣∣∣a− b.

Np. 3 ≡ 5 mod 2, 7 ≡ −4 mod 11 bo 2|5− 3 i 11|7− (−4). Jak wida¢, »adnej magii tutaj nie ma.
Relacja przystawania modulo n ma jednak wªasno±ci bardzo podobne do relacji równo±ci:

1. a ≡ a mod n,

2. Je»eli a ≡ b mod n to
b ≡ a mod n,

3. Je»eli a ≡ b mod n i b ≡ c mod n to
a ≡ c mod n,

4. Je»eli a1 ≡ a2 mod n i b1 ≡ b2 mod n to
a1 + b1 ≡ a2 + b2 mod n
a1 − b1 ≡ a2 − b2 mod n
a1b1 ≡ a2b2 mod n

5. Z poprzednich wªasno±ci wynika, »e je»eli b1 ≡ b2 mod n to ab1 ≡ ab2 mod n.

Niestety nie ma podobnie ªatwych relacji je»eli chodzi o dzielenie.
Wszystkie wªasno±ci kongruencji dowodzimy korzystaj¡c z de�nicji. Udowodnimy dla przykªadu ostat-

ni¡ wªasno±¢, a raczej trzy wªasno±ci:
Dowód.

Wiemy, »e a1 ≡ a2 mod n, czyli z de�nicji n
∣∣∣a1 − a2 oraz b1 ≡ b2 mod n czyli n

∣∣∣b1 − b2.

Oczywi±cie wynika z tego n
∣∣∣(a1 − a2) + (b1 − b2) = (a1 + b1) − (a2 + b2). Korzystaj¡c ponownie z

de�nicji zachodzi a1 + b1 ≡ a2 + b2 mod n.

Analogicznie n
∣∣∣(a1 − a2)− (b1 − b2) = (a1 − b1)− (a2 − b2), czyli a1 − b1 ≡ a2 − b2 mod n.

Nieco trudniej dowodzi si¦ ostatniej wªasno±ci (ale to dobrze, bo ma ona dzi¦ki temu niezerowy sens):

Skoro n
∣∣∣a1 − a2 to n

∣∣∣(a1 − a2)b1 i skoro n
∣∣∣b1 − b2 to n

∣∣∣a2(b1 − b2), a wi¦c

n
∣∣∣(a1 − a2)b1 + a2(b1 − b2) = a1b1 − a2b1 + a2b1 − a2b2 = a1b1 − a2b2 st¡d a1b1 ≡ a2b2 mod n



�

De�nicja 1.2 Symbolem a mod n oznaczamy reszt¦ z dzielenia liczby a przez n. Ma to wystarczaj¡co
du»o wspólnego z a ≡ b mod n, »eby u»ywa¢ tej notacji, ale mimo wszystko a mod n to zupeªnie co
innego ni» a ≡ b mod n � pierwsze to pewna liczba a drugie to pewne twierdzenie.

1.2 Zadania

Cz¦±¢ teoretycznie trudniejszych zada« jest oznaczona gwiazdk¡.

1. Zadanie

(a) Udowodnij, »e reszta z dzielenia przez 10 liczby 33100 jest taka sama jak reszta z dzielenia
przez 10 liczby 3100.

(b) Oblicz reszt¦ z dzielenia 3100 przez 100.

(c) Oblicz reszt¦ z dzielenia 270, 370, 470, 570 przez 71.

(d) Wyka», »e

13
∣∣∣270 + 370.

2. Zadanie
Udowodnij wªasno±ci kongruencji z listy z teorii. Wyka» te», »e je»eli liczba d jest wzgl¦dnie pierwsza
z n, a, b s¡ takimi caªkowitymi podzielnymi przez d, »e a ≡ b mod n, to

a

d
≡ b

d
mod n.

3. Zadanie
Oblicz reszt¦ z dzielenia 17, 172, 173, . . . , 1721 przez 11. Spróbuj znale¹¢ w±ród otrzymanych reszt
jakie± regularno±ci.

(*) Oblicz reszt¦ z dzielenia

1717
17

przez 11.

4. Zadanie
Udowodnij wzory skróconego mno»enia:

(a) x− y
∣∣∣xn − yn dla dowolnej liczby naturalnej n,

(b) x+ y
∣∣∣xn + yn dla dowolnej nieparzystej liczby naturalnej n.

Oczywi±cie istniej¡ ªadne dowody za pomoc¡ kongruencji i inne dowody wi¦c je»eli kto± zna inny
dowód, to niech spróbuje udowodni¢ za pomoc¡ kongruencji, a je»eli nie to niech wymy±li cokolwiek
:)


