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ZADANIE 1
x+y+z=-12

Rozwiaz uklad £ {
ozwiaz uklad rownan X2+ y? 422 = xy +xz+yz

Rozwiqzanie:

Po przemnozeniu drugiego réwnania przez 2 i przeniesieniu wszystkiego na lewg strone otrzymujemy:

2x2 +2y? + 222 = 2xy — 2xz — 2yz = 0, czyli: (x — )2+ (v —2)2+(z—x)>=0

Kwadrat dowolnej liczby rzeczywistej jest nieujemny, wiec, aby suma kwadratéw trzech liczb rzeczywistych byta
réwna 0, kazda z tych liczb musi by¢ réwna 0:

x—y=0,y—-2z=0,z—x=0=> x=y=2z

Podstawiajac te zalezno$é do pierwszego rownania otrzymujemy wynik:

X+x+x=-12=>x=y=z=—-4

Na koniec bezposrednio sprawdzamy, ze tréjka liczb (x,y,z) = (—4, —4, —4) spehia uklad réwnan z zadania.

ZADANIE 2
Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f : R - R takie, ze:
fx+y)=f2x)+ fBy)

Rozwiqzanie:

Mozemy podstawié y = x. Wowczas otrzymamy réwno$c:
f@2x) = f(2x) + f(3x)
f(3x)=0

Rozwigzaniem jest zatem funkcja: f(x) = 0.

ZADANIE 3
Niech n > 1 bedzie liczba naturalna, za$ x;, X, ..., X, liczbami catkowitymi, ktoérych suma dzieli sie przez
10. Udowodnié¢, ze liczba x;° + x,% + -+ + x,,° jest rowniez podzielna przez 10.

Rozwigzanie:

Z Malego Twierdzenia Fermata:
x5 =x;mod5 => x;°
Zatem:

(® —x) + (x° — %) + -+ (x,° — x,) = 0mod 5

(x> + x5+ 4+ x,°) — (% +x, + -+ x,) = 0mod 5
Wynika z tego, ze skoro liczba x;° + x,° + --- + x,,5 jest podzielna przez 5, to takze liczba x; + x, + - + x,, jest
podzielna przez 5.

Parzysto$¢ liczby nie zmienia sie przy podnoszeniu do potegi o wykladniku calkowitym dodatnim, wiec liczba

x; + x, + -+ + x,, jest podzielna przez 2, a co za tym idzie, jest tez podzielna przez 10.

—x; = 0mod 5

ZADANIE 4
W kole o promieniu 1 wybrano siedem punktow. Wykaz, ze istnieje wsrod nich co najmniej jedna para
punktow, ktérych odleglosé jest nie wieksza od 1.



Rozwiqzanie:

Podzielmy koto na 6 przystajacych czeéci tak, jak pokazano na rysunku. Skoro jest 6 / / / \
poli 7 punktow, to z Zasady Szufladkowej Dirichleta wynika, ze w ktéryms$ polu sa
przynajmniej 2 punkty. Kazde pole jest wycinkiem kotowym o promieniu 1, zatem
odleglos¢ dwdch punktéw znajdujacych sie w tym samym polu bedzie nie wieksza \ \ /
niz 1.

ZADANIE 5
Czy 10*° + 53 dzieli sie przez 7? OdpowiedZ uzasadnij.

Rozwiqzanie:

Korzystajac z Malego Twierdzenia Fermata:
107 = 10 mod 7
(107)7 = 107 = 10 mod 7
= —-2mod7
53=-8=-1mod?7
10 +53 =10—-1=9=2mod7
Liczba 10*° + 53 nie dzieli sie przez 7.

ZADANIE 6

Ania ma duzo zadan z matematyki do rozwigzania. Postanowila podzieli¢ je po réwno na pewnga iloé¢ dni. Jesli
podzieli je na 3 dni, to czwartego dnia pozostang dwa zadania do rozwigzania. Jesli na 5 dni, to sz6stego dnia
bedzie musiala rozwigzaé 3 zadania, a jeSli na 7, to na 6smy dzien zostang 2 zadania. Ile zadan musi rozwigzaé
Ania?

Rozwiqzanie:

x-liczba zadan, ktére musi rozwiazaé Ania

x =2 mod 3
x =3 mod5
x =2mod?7

x=2mod3=>x=3a+2,a€N

3a+2=3mod5=>3a=1mod5=> a=2mod5

a=5b+2,bEN

x=3-(5h+2)+2=15b+8

15h+8=2mod7 => 15b=1mod 7 => b=1mod 7

b=7c+1,ceN

x=15(7c +1) +8 =105¢c + 23

Zadanie spelnia kazda liczba postaci 105¢ + 23 dla dowolnego ¢ € N (najmniejsza taka liczba to 23).

ZADANIE 7
Otwarte z gory pudelko ma ksztalt prostopadloScianu, ktérego dolna podstawa ABCD jest kwadratem o boku

dlugosci 6, za$ wysoko$¢ pudelka jest rowna 1. W wierzchotku A (ale na zewnatrz pudelka) znajduje sie mrowka.

W wierzcholku € (wewnatrz pudetka) znajduje sie krysztalek cukru. Wyznacz dlugo$é najkroétszej drogi, jaka
musi pokona¢ mréwka do krysztatka cukru?

Rozwigzanie: 6

Niech A, B', €', D' beda pozostalymi wierzchotkami pudetka. Mrowka w swej
wedrowce po cukier wspina sie na $ciane pudetka, schodzi po niej, po czym po
podstawie przechodzi do cukru. Rozwazmy siatke, na ktérej poczatkowa pozycja
mroéwki jest oznaczona A4,,,,,. Najkrotszg drogg taczacg mrowke z cukrem jest tutaj

odcinek laczacy punkty A,,,,i C, a jego dlugoéé wynosi /62 + (6 + 1 + 1)% = 10.
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(Zadanie wraz z rozwiqzaniem pochodzi ze strony internetowej Konkursu Matematycznego A 1 B’
Politechniki Bialostockiej.)
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