A moze tak sprobowaé sinuséw?

KOrLKO I LO BIALYSTOK
23 PAZDZIERNIKA

1.1 Poczatek i koniec trygonometrii

Twierdzenie sinusow jest naktadkq na geometrie klasyczng (bo dowdd jest prosty). Generalnie mie nalezy go
uzywaé w rozwigzaniach, bo sin0 = 0, wiec nie dla wszystkich kgtéw ma ono sens!

Twierdzenie 1 (Twierdzenie sinusow). Jezeli ABC jest trojkatem, a R oznacza promien okregu opisanego na

nim to
AB BC CA
sin<BCA sin<CAB sin<CBA
Szkic dowodu. Niech AA’ bedzie $rednicg okregu opisanego na AABC. Wtedy kat <ACA’ jest prosty wiec
z definicji sinusa dla trojkata prostokatnego AAAC’ mamy 2- R-sin<<CA’A = AC. Co wiecej <CA’A = <CBA
lub <CA’A = 180° — «<CBA, w obu przypadkach sin <CA’A = sin <CBA. To dowodzi, ze ostatni utamek jest
réwny 2R, z doktadnoscia do oznaczen udowadniamy to identycznie dla pozostatych. O

2R.

ZADANIE 1 (TWIERDZENIE O DWUSIECZNEJ)
Dwusieczna kata <BCA w trojkacie ABC przecina bok AB w punkcie D. Udowodnij, ze

AC 4D
BC  BD’

ZADANIE 2
Uzasadnij, ze pole trojkata AABC wyraza sie wzorem

1
3 AB - AC -sin<BAC.
Udowodnij ponownie twierdzenie sinusow (bez czesci = 2R) korzystajac z powyzszego.

ZADANIE 3
Udowodnij, ze pole czworokata o przekatnych dtugosci k i [, przecinajacych si¢ pod katem «, jest rowne

1
§~k~l~sina.

Ktore z czworokatow o danych dtugosciach przekatnych maja najwieksze mozliwe pole?
1.2 Dirichleta ciag dalszy

ZADANIE 4
Wykazaé, ze wirod 1019 + 1 liczb ze zbioru {1,2,...,2-10'°} sa dwie liczby wzglednie pierwsze.

Wykazaé, ze istnieje zbior 1019 liczb ze zbioru {1,2,...,2- 1019} w ktorym kazde dwie liczby maja wspolny
dzielnik wigkszy od 1.

ZADANIE 5
Wykaz, ze jesli dziesieé liczb catkowitych ma sume 101, to muszg wsrod nich by¢ trzy, ktorych suma wynosi co
najmniej 31.

ZADANIE 6
Niech A bedzie podzbiorem zbioru {1,2,...,150} zlozonym z 25 liczb. Wykaz, ze istnieja dwie rozne pary
elementoéw zbioru A majace rowne sumy.

ZADANIE 7
Niech A bedzie dziesiecioelementowym podzbiorem zbioru {3,6,9,...,150}. Wykaz, ze A zawiera dwa rézne
czteroelementowe podzbiory, majace rowne sumy elementow.

ZADANIE 8 *
Dany jest zbiér U ztozony z 24 liczb catkowitych dodatnich nie wiekszych niz 100. Uzasadnij, ze w zbiorze liczb
postaci a — b gdzie a,b € ¥ sa r6znymi elementami ¥ sa co najmniej cztery rézne liczby.

ZADANIE 9 *
Uzasadnij, ze dla kazdego n calkowitego dodatniego istnieje liczba Fibonacciego podzielna przez n.

Uwaga: liczba Fibonacciego to element ciggu danego wzorem Fy = 1, F; = 1 oraz zaleznoscig F,io =
F,+ Fhy1 dlan > 1. Wskazowka: nie wystarczy wzigé n elementdéw ciggu.



