“Czy mamy dos¢ teorii liczb?” - rozwigzania

Mateusz Jocz

1. Udowodnié, ze dla liczby pierwszej p istnieje takie n naturalne, ze

pl2" —n

Zr6dlo: Staszic

2. Udowodnié, ze dla liczby pierwsze] p istnieje nieskoniczenie wiele liczb naturalnych n takich, ze

pl2" —n

Zrédlo: Staszic

Rozwiazanie:

(a)
(b)

Jezeli p = 2 to teza jest spelniona dla n = 2. Dalej zakladamy ze p # 2.

Z matego twierdzenia Fermata mamy:

2"1=1 modp
Teraz na mocy lematu o rzedzie otrzymujemy ord(2,p)|p—1. Z tego wynika, ze liczby ord (2, p)
i p sa wzglednie pierwsze.
Wykazemy, ze teza jest spelniona dla pewnego n = kd, gdzie k jest catkowite, a d = ord(2, p).
Dla kazdego k, z definicji rzedu d, mamy:

2H* =1% mod p

2" =1 mod p

Rozwazmy zbior liczb A = {0,d,2d, ..., (p — 1)d}. Wiemy, ze p jest wzglednie pierwsze z d.
Jezeli istniatyby dwie liczby h il (0 <! < h < p), takie ze hd i ld dawalyby takie same reszty
z dzielenia przez p to mielibySmy p|d(h — 1) = p|h — [, sprzeczno§é. Zatem liczby ze zbioru A
daja rozne reszty z dzielenia przez p, a skoro w A jest tyle samo liczb, co w zbiorze wszystkich
reszt, to liczby z A daja wszystkie reszty z dzielenia przez p, w szczegblnosci dla pewnego
m€{0,1,2,...,p— 1} mamy:

md=1 mod p

Definiujemy
n:=md

gdzie m, d okre§lone sg wyzej. UdowodniliSmy, ze
2" =1 modporazn=1 mod p

Stad wynika, ze

pl2" —n
Istnieje wiec liczba n spelniajaca warunki zadania, pozostaje dowies¢, ze takich liczb jest
nieskonczenie wiele.



(f) Niech z bedzie dowolng liczba naturalna, d = ord(2, p), jak wyzej, a n bedzie takie, ze n =
2" =1 mod p. Zauwazmy ze:

n+zpd=n=1 modp
gntzpd — on (94)*P = 1.1 =1 mod p
gn+zpd _ (n+2pd)=0 mod p

Poniewaz z moze byé¢ dowolng liczba naturalng to otrzymujemy nieskoriczenie wiele rozwiazan
postaci n + zpd.

3. Rozstrzygnaé, dla jakich k € N istnieje liczba naturalna n, bedaca kwadratem liczby naturalnej i
zaczynajaca sie w zapisie dziesietnym k jedynkami.
Zrodlo: Mathlinks

Rozwiazanie:

(a) Dla k = 0 taka liczba oczywiscie istnieje, na przyktad n = 4 = 22.
(b) Dla k£ > 1 mamy:
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Stad juz widzimy, ze o ile k£ > 1 to taka liczba n dla kazdego k istnieje.

(c) Ostatecznie liczba naturalna n o wymaganych wlasnosciach istnieje dla wszystkich k € N|
c.k.d.

(d) Oczywiscie istnieja tez inne przyklady podobnych liczb, np.:

33...32=11...1088...89
N—— —— =

k41 razy k razy k razy

33...345%=11...1 88...8 9025
SN—— —— —

k—1 razy k razy k—2 razy

(e) Komentarz: Takie rozwigzanie narzuca sie, jezeli pomysli sie, ze liczba 111111 ... jest prawie
rowna 102%-1/9, a przeciez ta liczba jest kwadratem liczby 10% - 1/3 réwnej 333333 .. .. Potem
te “prawie”’ trzeba oczywiscie sformalizowag...

4. * Udowodnié, ze rownanie
2 +yt+ 2 = (r—y)(y —2) (2 — )

ma nieskoniczenie wiele rozwiazai w liczbach naturalnych z,y, 2.
Zrédlo: Mathlinks

Rozwiazanie:



(a) Niech k bedzie dowolng liczba catkowita dodatnia. Rozwazmy rozwiazania postaci:

(z,y,2) = ( (2k — 1)(6k* +1),2k(6k* + 1), (2k + 1)(6k* + 1) )

Obliczamy, ze lewa strona réwnania jest réwna:

22 2 2% = (2k — 1)2(6k* + 1)% + (2k)2(6k* + 1)% + (2k 4+ 1)%(6k* + 1)* =

= (6k% + 1)%(4k® — 4k + 1 + 4k? + 4K> + 4k + 1) = (6K +1)3(12k? +2) = 2(6k* +1)3

Natomiast prawa strona réwnania wynosi:

(x—y)(y—2)(z—z) = (6> +1)(2k —1—2k) - (6k> +1)(2k —2k —1)- (6k> +1)(2k+1 -2k +1) =

= (6k* +1)% - 2(6k* + 1) = 2(6k* + 1)*

Widzimy, ze obie strony réwnania sa rowne. Poniewaz k jest dowolna liczba catkowita dodatnia
i dla réznych k wartodci liczby z = (2k + 1)(6k? + 1) sa rézne, to otrzymali$émy nieskoniczona
liczbe rozwiazan postaci

(z,y,2) = ( (2k — 1)(6k* +1),2k(6k* + 1), (2k + 1)(6k* + 1) )

Koniec dowodu — punkt nastepny stuzy tylko objasnieniu i nie potrzeba go pisaé
np. na olimpiadzie.

(b) W jaki sposob mozemy znalezé whasnie takq postaé rozwigzania?

i.

ii.

iii.

Na poczatku stwierdzamy, ze trzy niewiadome to troche za duzo. Sprobujmy ograniczy¢ sie
do dwoch. Warto wiec aby (z,y, z) byl jakim§ ciagiem, ktorego wyrazy mozemy zapisaé za
pomoca dwéch niewiadomych. Jako jeden z pierwszych nasuwa nam sie ciag arytmetyczny.
Roznice naszego ciggu oznaczmy przez r. Prawdziwe sg rownosci:

r=y—7r 1 z=y+r
Po podstawieniu tych réwnosci mozemy zredukowaé rownanie
2 +y? 427 = (2 - y)(y — 2)(z — 2)

do postaci:
3y? =2r%(r — 1)

7 powyzszego rownania mozemy wyliczy¢ y:

2r2(r —1 2(r—1
y=y 2= _ 2 =1
3 3
- - C : : o 2(r — 1)
Jezeli teraz znajdziemy nieskonczenie wiele takich r catkowitych dodatnich, ze r —3

jest catkowite (oczywiscie jest tez wtedy dodatnie) i przyjmiemy

2(r—1)
3 7

Ty =T Tp i=Ty — 1T, Ty =Ty +7T

to trojka (ry, ry,7,) bedzie rozwiazaniem naszego wyj$ciowego rownania.

Kiedy 1/ @ moze by¢ catkowite?
Zeby bylo to caltkowite, wystarczy, zeby r bylo postaci r = 6k + 1, gdzie k € Z, — wtedy

2(r—1) _
\/ T3 = 2k.

Przyjmujemy wiec takie r i wyliczamy

ry = 2k(6k? + 1), ry = (2k — 1)(6k + 1), r, = (2k + 1)(6k* + 1)



5. * Znajdz wszystkie liczby naturalne n takie, ze

n?|3" +1

Zrédlo: Staszic

Rozwiazanie:

(a)

(b)

Zal6zmy, ze dla pewnego n > 1 teza jest spelniona. Wtedy mozemy n przedstawi¢ w postaci:
n =k - p, gdzie p jest najmniejszym pierwszym dzielnikiem liczby n, a k jest pewna liczba
catkowita dodatnia.

Zauwazmy, 7e 3 [n 1 tym samym p # 3. Sensowny jest wiec napis ord(3,p) Zauwazmy, ze:

n = _

=-1 modp

3 =1 modp

Na mocy lematu o rzedzie mamy ord(3,p)|2n = 2pk. Z drugiej strony z (wniosku z) lematu o
rzedzie wynika ze ord(3,p)|p—1, czyl ord(3, p) jest wzglednie pierwsze z p. Zatem ord(3,p)|2k.

Niech d bedzie najwiekszym wspoélnym dzielnikiem liczb ord(3,p) i k.
Mozliwe sa dwa przypadki: ord(3,p) = d lub ord(3,p) = 2d. W obu przypadkach, jezeli d > p,
to ord(3,p) > p i otrzymujemy sprzecznos¢ z ord(3,p)|p — 1. Stad wynika d < p.

Liczby d < p i p sa dzielnikami n, przy czym p jest najmniejszym dzielnikiem pierwszym, wiec
d =1 (kluczowy moment) i tym samym
ord(3,p) =1 lub ord(3,p) =2
korzystajac z definicji rzedu otrzymujemy
3'=1 modplub3* =1 mod p

p|2 lub p|8

A wiec p = 2, n = 2k, czyli 4|n?. Zauwazmy, ze jedli n jest parzyste to 3" =1 mod 4. Liczba
3™ + 1 nie moze wiec by¢ podzielna przez 4. Sprzecznosé.

Pozostaje nam przypadek gdy n = 1. Latwo zauwazy¢, ze teza jest teraz spelniona. Jest to
wiec jedyne rozwiazanie.



