
II kóªko � Czy mamy do±¢ teorii liczb?

27.10.09

Teoria

1. Maªe twierdzenie Fermata:

Twierdzenie 0.1 (Maªe twierdzenie Fermata) Dla ka»dej liczby pierwszej p i liczby caªkowitej

a zachodzi

p|ap − a

2. De�nicja 0.2 Niech a, n b¦d¡ liczbami naturalnymi wzgl¦dnie pierwszymi. Rz¦dem liczby a modulo

n nazywamy najmniejsze k ∈ Z+, takie, »e

ak ≡ 1 mod n

Rz¡d ten oznaczamy przez ord(a, n) lub, gdy n jest znane, ord(a).

3. Twierdzenie 0.3 (Lemat o rz¦dzie) Je»eli a, k′, n s¡ takie, »e

ak′
≡ 1 mod n

to ord(a, n)|k′.

4. Wniosek 0.4 Je»eli p jest liczb¡ pierwsz¡, za± a jest liczb¡ caªkowit¡ niepodzieln¡ przez p, to

ord(a, p)|p− 1

Zadania

1. Udowodni¢, »e dla liczby pierwszej p istnieje takie n naturalne, »e

p|2n − n

�ródªo: Staszic

2. Udowodni¢, »e dla liczby pierwszej p istnieje niesko«czenie wiele liczb naturalnych n takich, »e

p|2n − n

�ródªo: Staszic

3. Rozstrzygn¡¢, dla jakich k ∈ N istnieje liczba naturalna n, b¦d¡ca kwadratem liczby naturalnej i
zaczynaj¡ca si¦ w zapisie dziesi¦tnym k jedynkami.
�ródªo: Mathlinks

4. * Udowodni¢, »e równanie
x2 + y2 + z2 = (x− y)(y − z)(z − x)

ma niesko«czenie wiele rozwi¡za« w liczbach naturalnych x, y, z.
�ródªo: Mathlinks

5. * Znajd¹ wszystkie liczby naturalne n takie, »e

n2|3n + 1

�ródªo: Staszic
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Zadania �lekcyjne�

1. Udowodnij, »e dla ka»dej liczby naturalnej n zachodzi

2n+1|32n

− 1

2. Rozstrzygn¡¢, czy poni»sze twierdzenie jest prawdziwe:
Je»eli p > 2 jest liczb¡ pierwsz¡, za± a jest tak¡ liczb¡ caªkowit¡ dodatni¡, »e p|a + 1, to

pn+1|apn

+ 1

dla wszystkich liczb n ∈ Z+.
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