
Österreichische Mathematik

Olympiade

Zwei Dinge sind unendlich, das Universum und die menschliche Dummheit, aber beim Universum bin ich
mir nicht ganz sicher. Albert Einstein

�atwiejsze

1. Dla jak wielu liczb caªkowitych a takich, »e |a| ≤ 2005 ukªad równa«

x2 = y + a (1)

y2 = x + a (2)

ma rozwi¡zania w liczbach caªkowitych (x, y)?
Rozwi¡zanie:

(a) Zaªó»my, »e liczby x, y, a speªniaj¡ dany ukªad równa«. Wówczas odejmuj¡c drugie równanie
od pierwszego otrzymujemy

x2 − y2 = y − x czyli (x− y)(x + y + 1) = 0

A wi¦c x = y albo x+y = −1, przy czym obie te sytuacje nie mog¡ zaj±¢ jednocze±nie (gdyby
zachodziªy to x = y = −1/2).

(b) Rozwa»my przypadek x = y. W tym przypadku liczby x, y, a speªniaj¡ ukªad równa«

x2 = x + a (3)

x2 = x + a (4)

wtedy i tylko wtedy, gdy speªniaj¡ równanie x2 = x + a albo równanie:

x(x− 1) = x2 − x = a

Wida¢ »e dla danego x istnieje a speªniaj¡ce warunki zadania wtedy i tylko wtedy gdy

x(x− 1) ≤ 2005

Mo»na na upartego szacowa¢ to wyra»enie rozwi¡zuj¡c równanie kwadratowe, albo zgadywa¢
dla jakich x caªkowitych to zachodzi (i potem szacowa¢), tak czy inaczej nierówno±¢ jest
speªniona wtedy i tylko wtedy, gdy x ∈ {−44,−43, . . . , 44, 45}.

(c) Chcemy teraz wyliczy¢ warto±ci a = x(x− 1) dla x z powy»szego przedziaªu.
Niech f(x) = x(x− 1). Zauwa»my, »e warto±ciami funkcji f dla liczb {−44,−43, . . . , 45} s¡

−44 · −45,−43 · −44, . . . , 0 · −1, 1 · 0, . . . , 45 · 44.

Bardziej formalnie:

f(−x + 1) = (−x + 1)(−x) = x2 − x = x(x− 1) = f(x)

a wi¦c f(0) = f(1), f(−1) = f(2), . . . oraz dla x ≥ 1 jest

f(x + 1) = (x + 1)x = x2 + x > x2 − x + 1 = f(x) + 1. (5)

Otrzymujemy 45 ró»nych mo»liwych warto±ci a:

f(1) = 1 · 0 = 0, f(2) = 2 · 1 = 2, . . . , f(45) = 45 · 44



(d) Je»eli zachodzi x + y = −1 to liczby x, y, a speªniaj¡ ukªad równa«

x2 = −1− x + a (6)

(1 + x)2 = x + a (7)

wtedy i tylko wtedy gdy speªniaj¡ równanie

x(x + 1) = x2 + x = a− 1

jest ono podobne do równania
x(x− 1) = x2 − x = a

z poprzedniego przypadku. Obliczamy jego rozwi¡zania analogicznie, otrzymuj¡c:

0 + 1 = 1, 2 + 1 = 3, . . . , 45 · 44 + 1

Pozostaje uzasadni¢, »e powy»sze warto±ci a i warto±ci az poprzedniego przypadku:

0, 2, . . . , 45 · 44

s¡ ró»ne. Wynika to z 5 po pewnym zastanowieniu:

0 < 0 + 1 = 1 < 2 < 2 + 1 = 3 < . . . 45 · 44 < 45 · 44 + 1

(e) Ostatecznie mo»e by¢ 90 ró»nych warto±ci a. U�. . .

2. Mamy dwa przystaj¡ce trójk¡ty równoboczne. Jeden z nich jest ustawiony w pewnym ukªadzie
wspóªrz¦dnych �wierzchoªkiem w dóª�, a drugi �wierzchoªkiem w gór¦�. Przeci¦cie tych trójk¡tów jest
sze±ciok¡tem. Udowodni¢, »e 3 odcinki ª¡cz¡ce przeciwlegªe wierzchoªki tego sze±ciok¡ta przecinaj¡
si¦ w jednym punkcie.
Rozwi¡zanie:
Wierzchoªki trójk¡tów oznaczamy alfabetycznie, przeciwnie do ruchu wskazówek zegara.
Ustalmy, »e trójk¡t zwrócony �wierzchoªkiem w gór¦� to MNO i M jest �zwrócony w gór¦�. Drugi
trójk¡t oznaczmy PQR przy czym P jest �zwrócony w dóª�.
Napis X = X1X2 ∩X3X4 oznacza, »e X jest punktem przeci¦cia prostych X1X2, X3X4. Niech:

A := MN ∩RQ, B := MN ∩RP, C := NO ∩ PR

D := NO ∩ PQ, E := MO ∩ PQ, F := MO ∩RQ

Punkty A, B,C, D, E, F s¡ kolejnymi wierzchoªkami sze±ciok¡ta z zadania. Zauwa»my, »e

(a) MN ||PQ i tym samym AB||DE,

(b) Trójk¡ty ABR i DEO maj¡ wszystkie k¡ty równe 60◦, a wi¦c s¡ one równoboczne, w szcze-
gólno±ci s¡ podobne.

(c) Dªugo±¢ hR wysoko±ci opuszczonej z wierzchoªka R w trójk¡cie PQR jest równa dªugo±ci h′R
wysoko±ci opuszczonej z R w ABR doda¢ odlegªo±¢ mi¦dzy prostymi MN i PQ.
Analogicznie:
Dªugo±¢ hO wysoko±ci opuszczonej z wierzchoªka O w trójk¡cie MNO jest równa dªugo±ci h′O
wysoko±ci opuszczonej z O w DEO doda¢ odlegªo±¢ mi¦dzy prostymi MN i PQ.

(d) Poniewa» MNO i PQR s¡ przystaj¡ce, to hO = hR, a wi¦c h′O = h′R, czyli trójk¡ty ABR i
DEO s¡ przystaj¡ce

|AB| = |DE|

(e) Odcinki AB i DE s¡ równej dªugo±ci i równolegªe, a wi¦c ABDE jest równolegªobokiem, czyli
przek¡tne AD i BE przecinaj¡ si¦ w poªowie. Analogiczna obserwacja pokazuje, »e przek¡tne
AD i CF przecinaj¡ si¦ w poªowie, czyli wszystkie trzy przek¡tne przecinaj¡ si¦ w jednym
punkcie (±rodku odcinka AD).



3. Ustali¢, dla jakich trójek liczb caªkowitych dodatnich (a, b, c) liczba a + b + c jest najmniejsz¡
wspóln¡ wielokrotno±ci¡ tych trzech liczb.
Rozwi¡zanie 1:
Na pocz¡tek zauwa»my, »e dla ka»dego k ∈ N+ trójka postaci (k, 2k, 3k) speªnia warunki zadania.

(a) Poniewa» caªa sytuacja z zadania jest symetryczna to mo»emy zaªo»y¢

a ≤ b ≤ c

B¦d¦ oznacza¢ najmniejsz¡ wspóln¡ wielokrotno±¢ a, b, c przez NWW (a, b, c). A wi¦c warun-
kiem z zadania jest

NWW (a, b, c) = a + b + c

(b) Chc¦ teraz udowodni¢, »e NWW (a, b, c) < 3c.
Mamy nierówno±¢ a ≤ b ≤ c, a wi¦c NWW (a, b, c) = a + b + c ≤ 3c.
Równo±¢ NWW (a, b, c) = 3c oznacza »e a = c i b = c, czyli NWW (a, b, c) = c < 3c. Sprzecz-
no±¢. Tak wi¦c NWW (a, b, c) < 3c. Zachodz¡ nierówno±ci:

c < a + b + c = NWW (a, b, c) < 3c

Ale wiemy, »e c|NWW (a, b, c). Z tego wszystkiego wynika

a + b + c = NWW (a, b, c) = 2c

c = a + b i NWW (a, b, c) = NWW (a, b, a + b) = 2a + 2b

(c) Je»eli a = b to NWW (a, b, a + b) = NWW (a, a, 2a) = 2a 6= 4a. Sprzeczno±¢. A wi¦c a < b i
tym samym NWW (a, b, a + b) = 2a + 2b < 4b. Zachodzi tak»e NWW (a, b, a + b) > 2b oraz
b|NWW (a, b, a + b). Z tego wszystkiego wynika

2a + 2b = NWW (a, b, a + b) = 3b

b = 2a, c = 3a

A wi¦c liczby a, b, c s¡ postaci (a, 2a, 3a) dla pewnego a ∈ N+. To ko«czy rozwi¡zanie.

Rozwi¡zanie 2:
Na pocz¡tek zauwa»my, »e dla ka»dego k ∈ N+ trójka postaci (k, 2k, 3k) speªnia warunki zadania.

(a) Rozwa»my na pocz¡tek przypadek gdy liczby a, b, c s¡ parami wzgl¦dnie pierwsze (czyli NWD(a, b) =
NWD(b, c) = NWD(c, a) = 1).
Zachodzi a + b + c = NWW (a, b, c) = abc. Mo»emy zaªo»y¢, »e a ≤ b ≤ c. Je»eli a > 1 to
abc ≥ 2bc ≥ 4c > c + c + c > a + b + c. A wi¦c a = 1.
Je»eli b = 1 to NWW (1, b, c) = NWD(1, 1, c) 6= 1 + 1 + c. Je»eli, z drugiej strony, b > 2 to

abc = bc ≥ 3c > c + b + 1

Musi zaj±¢ b = 2 i tym samym 3 + c = 2c, c = 3.
W tym przypadku (a, b, c) = (1, 2, 3).

(b) Rozwa»my dowoln¡ trójk¦ liczb a, b, c speªniaj¡cych warunki zadania. Trójka

a′ = a/NWD(a, b, c), b′ = b/NWD(a, b, c), c′ = c/NWD(a, b, c)

tak»e speªnia warunki zadania. Ponadto NWD(a′, b′, c′) = 1.
Zachodzi NWD(a′, b′)|NWW (a′, b′, c′) = a′+b′+c′, czyli NWD(a′, b′)|c′, a wi¦c NWD(a′, b′) ≤
NWD(a′, b′, c′) = 1. St¡d wynika

NWD(a′, b′) = 1.

Analogicznie
NWD(a′, c′) = 1, NWD(b′, c′) = 1

Liczby (a′, b′, c′) s¡ parami wzgl¦dnie pierwsze, czyli (a′, b′, c′) = (1, 2, 3). Tym samym (a, b, c) =
(k, 2k, 3k) gdzie k = NWD(a, b, c). Uwaga: Dla dowolnych liczb a, b, c nie ma implikacji NWD(a, b, c)⇒
NWD(a, b) np. dla (a, b, c) = (2, 2, 3).



Odpowied¹: Trójka (a, b, c) jest równa pewnej permutacji (k, 2k, 3k), dla pewnego k ∈ N.

4. Mamy dan¡ funkcj¦ f(x) = [x2] + {x}, gdzie [a] oznacza najwi¦ksz¡ liczb¦ caªkowit¡ niewi¦ksz¡ ni»
a, za± {a} = a− [a].
Wyka», »e istnieje niesko«czony ci¡g arytmetyczny liczb wymiernych, takich, »e je»eli liczba a na-
le»y do tego ci¡gu,to nie istnieje b takie, »e f(b) = a.
Uwaga: Zaªo»enia tezy zostaªy osªabione w stosunku do wersji z olimpiady.

Rozwi¡zanie:

(a) Zauwa»my, »e je»eli f(b) jest caªkowite to i liczba b musi by¢ caªkowita. Je»eli natomiast
liczba b jest caªkowita, to f(b) = b2. A zatem liczba caªkowita która jest warto±ci¡ f musi by¢
kwadratem liczby caªkowitej.

(b) Rozwa»my ci¡g (3k + 2) gdzie k ∈ N+. Jest to niesko«czony ci¡g arytmetyczny liczb caªko-
witych. �aden wyraz tego ci¡gu nie jest kwadratem liczby caªkowitej, gdy» kwadraty liczb
caªkowitych nie daj¡ reszty 2 przy dzieleniu przez 3. Tak wi¦c »aden wyraz tego ci¡gu nie jest
warto±ci¡ funkcji f .

Trudniejsze

1. Pokaza¢, »e istnieje niesko«czenie wiele takich wielokrotno±ci 2005, w których zapisie dziesi¦tnych
cyfry 0, 1, 2, 3 . . . , 9 wyst¦puj¡ wszystkie tyle samo razy (bez liczenia wiod¡cych zer).
Rozwi¡zanie:

2005 = 5 · 401

Rozwa»my liczby:

9876543210, 98765432109876543210, . . . , 9876543210 . . . 9876543210︸ ︷︷ ︸
402

Wszystkie te liczby s¡ podzielne przez 5. Ponadto mamy 402 liczby, a wi¦c której dwie z nich daj¡
tak¡ sam¡ reszt¦ z dzielenia przez 401:

401| 9876543210 . . . 9876543210︸ ︷︷ ︸
k

− 9876543210 . . . 9876543210︸ ︷︷ ︸
l

= 1010l · 9876543210 . . . 9876543210︸ ︷︷ ︸
k−l

gdzie l < k. Poniewa» 401 jest wzgl¦dnie pierwsze z 10 to

401| 9876543210 . . . 9876543210︸ ︷︷ ︸
k−l

a wi¦c
2005| 9876543210 . . . 9876543210︸ ︷︷ ︸

k−l

2. Liczby a, b, c, d s¡ rzeczywiste dodatnie. Udowodni¢, »e

a + b + c + d

abcd
≤ 1

a3
+

1
b3

+
1
c3

+
1
d3

.

Rozwi¡zanie:
Z nierówno±ci pomi¦dzy ±redni¡ harmoniczn¡ a geometryczn¡ otrzymujemy

3/(
1
a3

+
1
b3

+
1
c3

) ≤ abc

czyli
1
a3

+
1
b3

+
1
c3
≥ 3

abc

Sumuj¡c analogiczne nierówno±ci dla (a, b, d), (a, c, d), (b, c, d) otrzymujemy tez¦.



3. Trójk¡t ABC jest ostrok¡tny. Rysujemy dwa okr¦gi k1 i k2, których ±rednicami s¡ odcinki AC i
BC odpowiednio. Niech AD i BE b¦d¡ wysoko±ciami w ABC.
Niech punkty L 6= N b¦d¡ punktami przeci¦cia BE z k1, przy czym L le»y bli»ej B ni» N oraz
punkty K 6= M b¦d¡ punktami przeci¦cia AD i k2, przy czym K le»y bli»ej A ni» M .
Udowodni¢, »e na czworok¡cie KLMN da si¦ opisa¢ okr¡g.
Rozwi¡zanie:

(a) Niech F b¦dzie rzutem C na AB. Niech H b¦dzie przeci¦ciem wysoko±ci w 4ABC.

(b) Zastosujemy twierdzenie:

Twierdzenie 1.1 Je»eli ABCD jest czworok¡tem wypukªym, jego przek¡tne przecinaj¡ si¦ w

M oraz zachodzi |AM ||CM | = |BM ||DM | to na czworok¡cie ABCD da si¦ opisa¢ okr¡g.

(patrz kóªko o pot¦dze punktu z 2008 roku)

(c) Zauwa»my, »e F le»y na k1 i na k2, gdy» ∠CFB = ∠CFA = 90◦.
Z twierdzenia o pot¦dze punktu dla punktu H i okr¦gu k1 wiemy, »e

|HN ||HL| = |HC||HF |

Analogicznie dla H i okr¦gu k2:

|HK||HM | = |HC||HF |

Tak wi¦c |HN ||HL| = |HK||HM | i mo»emy skorzysta¢ z twierdzenia. To ko«czy dowód.

4. Niech Q b¦dzie ustalonym punktem wewn¡trz sze±cianu K. Udowodni¢, »e istnieje niesko«czenie
wiele prostych l przechodz¡cych przez Q, takich, »e Q jest ±rodkiem cz¦±ci wspólnej l i K.
Rozwi¡zanie:

(a) Dla ka»dej prostej l przechodz¡cej przez Q niech lQ oznacza jej cz¦±¢ wspóln¡ z sze±cianem K.

(b) Je»eli Q jest ±rodkiem sze±cianu K to teza jest oczywista. Zaªó»my zatem, »e Q nie jest
±rodkiem sze±cianu. Wtedy istnieje prosta l, prostopadªa do pewnej ±ciany sze±cianu taka, »e
Q le»y na l oraz Q nie jest ±rodkiem lQ.

(c) Je»eli w dowolnej pªaszczy¹nie zawieraj¡cej l znajdziemy jedn¡ prost¡ l tak¡, »e Q jest ±rod-
kiem lQ to ª¡cznie znajdziemy niesko«czenie wiele prostych (znalezione proste b¦d¡ parami
ró»ne, gdy» pªaszczyzny przecinaj¡ si¦ tylko na l, a znalezione proste to nie prosta l).

(d) Rozwa»my dowoln¡ pªaszczyzn¦ zawieraj¡c¡ l. Cz¦±¢ wspólna tej pªaszczyzny z K jest pro-
stok¡tem P .
Dla dowolnego punktu A na obwodzie P niech S(A) oznacza taki punkt na obwodzie P »e
S(A) 6= A oraz punkty A, Q, S(A) s¡ wspóªliniowe. Z de�nicji wynika S(S(A)) = A.
Dla dowolnego punktu A na obwodzie P de�niujemy funkcj¦

f(A) =
|AQ|

|AQ|+ |S(A)Q|

Funkcja f jest funkcj¡ ci¡gª¡.

(e) Chcemy znale¹¢ takie A, »e f(A) = 1/2.
Niech X b¦dzie dowolnym punktem na obwodzie P . Je»eli f(X) = 1/2 to dobrze. Zaªó»my,
»e f(X) 6= 1/2. Zauwa»my, »e

f(S(X)) = 1− f(X)

Je»eli f(X) < 1/2 to f(S(X)) > 1/2, a skoro funkcja f jest ci¡gªa to istnieje takie Y , »e
f(Y ) = 1/2. Analogicznie rozwa»amy przypadek f(X) > 1/2.
Dzi¦kuj¦ Mateuszowi za pewne poprawki do tego rozwi¡zania.

Wszystkie zadania pochodz¡ z Austriackiej Olimpiady Matematycznej


