Osterreichische Mathematik

Olympiade

Zwei Dinge sind unendlich, das Universum und die menschliche Dummbheit, aber beim Universum bin ich
mir nicht ganz sicher. Albert Einstein
Latwiejsze
1. Dla jak wielu liczb catkowitych a takich, ze |a| < 2005 uktad rownan
?=y+ta (1)
¥ =z+a (2)

ma rozwiazania w liczbach catkowitych (z,y)?
Rozwiazanie:

(a) Zalozmy, ze liczby x,y, a spelniaja dany uktad réwnan. Wowczas odejmujac drugie réwnanie
od pierwszego otrzymujemy
=y =y—zczyli(x—y)(z+y+1)=0
A wiec z = y albo x +y = —1, przy czym obie te sytuacje nie moga zajs$¢ jednoczesnie (gdyby
zachodzily to z =y = —1/2).
(b) Rozwazmy przypadek x = y. W tym przypadku liczby z,y, a spelniaja uklad réwnan
P*=x+a (3)
P?=z+a (4)
wtedy i tylko wtedy, gdy spetiaja réwnanie 22 = = + a albo réwnanie:
rz—1)=2>-2z=a
Wida¢ ze dla danego z istnieje a spelniajace warunki zadania wtedy i tylko wtedy gdy

x(z —1) <2005

Mozna na upartego szacowaé to wyrazenie rozwigzujac réwnanie kwadratowe, albo zgadywaé
dla jakich z caltkowitych to zachodzi (i potem szacowac), tak czy inaczej nieré6wnosé jest
spetniona wtedy i tylko wtedy, gdy = € {—44,—43,...,44,45}.

(c) Chcemy teraz wyliczy¢ wartosci a = z(z — 1) dla x z powyzszego przedziatu.
Niech f(z) = z(z — 1). Zauwazmy, ze warto$ciami funkcji f dla liczb {—44,—43,... 45} sg

—44 - 45,43 —44,...,0-—1,1-0,...,45 - 44.
Bardziej formalnie:
flea+1) = (o + 1)(—a) =a? 2 = a(z — 1) = ()
a wiec f(0) = f(1), f(—1) = f(2),... oraz dla x > 1 jest
f@+) =@+ )= +2>2> o +1=f(z)+1 (5)
Otrzymujemy 45 réznych mozliwych wartosci a:

F)=1-0=0,f(2)=2-1=2,..., f(45) =45-44



(d) Jezeli zachodzi x 4+ y = —1 to liczby z,y, a speliaja uktad réwnan

?=—1-z+a (6)
(1+2)?=z+a (7)

wtedy i tylko wtedy gdy spelniaja réwnanie
zz+1)=2+z=0a—-1

jest ono podobne do réwnania
zz—1)=2>-z=a

z poprzedniego przypadku. Obliczamy jego rozwiazania analogicznie, otrzymujac:
0+1=1,24+1=3,...,45-44+1
Pozostaje uzasadnié, ze powyzsze wartosci a i wartosci az poprzedniego przypadku:
0,2,...,45-44
sa rozne. Wynika to z 5 po pewnym zastanowieniu:

0<0+1=1<2<24+1=3<...45-44<45-44+1

(e) Ostatecznie moze by¢ 90 roznych wartosci a. UfL. ..

2. Mamy dwa przystajace trojkaty réwnoboczne. Jeden z nich jest ustawiony w pewnym uktadzie
wspotrzednych “wierzchotkiem w dét”; a drugi “wierzchotkiem w goére”. Przeciecie tych trojkatow jest
szesciokatem. Udowodnié, ze 3 odcinki taczace przeciwlegle wierzchotki tego szeiciokata przecinaja
sie w jednym punkcie.

Rozwiazanie:

Wierzcholki trojkatow oznaczamy alfabetycznie, przeciwnie do ruchu wskazowek zegara.

Ustalmy, ze trojkat zwrécony “wierzchotkiem w gore” to MNO i M jest “zwrocony w gore”. Drugi
trojkat oznaczmy PQR przy czym P jest “zwrocony w dol”.

Napis X = X7 X5 N X3X4 oznacza, ze X jest punktem przeciecia prostych X; Xs, X3X,4. Niech:

A:=MNNRQ, B:= MNNRP, C:=NONPR

D:=NONPQ, E:=MONPQ, F:=MONRQ
Punkty A, B,C, D, E, F s3 kolejnymi wierzchotkami szesciokata z zadania. Zauwazmy, ze

(a) MNJ||PQ itym samym AB||DE,

(b) Trojkaty ABR i DEO maja wszystkie katy rowne 60°, a wiec sa one rownoboczne, w szcze-
gélnosci sa podobne.

(c) Dlugos¢ hr wysokoéci opuszczonej z wierzchotka R w tréjkacie PQR jest rowna diugosci h'p
wysokosci opuszczonej z R w ABR doda¢ odlegto$é¢ miedzy prostymi M N i PQ.
Analogicznie:

Dtugosé ho wysokosci opuszczone] z wierzchotka O w trojkacie M NO jest rowna ditugosci hy,
wysokosci opuszczonej z O w DFEO dodaé odlegtosé miedzy prostymi M N i PQ.

onlewaz 1 sa przystajace, to ho = hr, a wigc = , czyll trojkaty 1
d) Poniewaz MNO i PQR j ho = h iec hly = Ry, czyli trojkaty ABR i
DEO sa przystajace
|AB| = |DE|

(e) Odcinki AB i DE sa réwnej dlugosci i rownolegle, a wiec ABDE jest rownoleglobokiem, czyli
przekatne AD i BE przecinaja sie w polowie. Analogiczna obserwacja pokazuje, ze przekatne
AD i CF przecinaja sie w polowie, czyli wszystkie trzy przekatne przecinaja sie w jednym
punkcie (srodku odcinka AD).



3. Ustali¢, dla jakich trojek liczb calkowitych dodatnich (a,b,c) liczba a + b + ¢ jest najmniejsza
wspolng wielokrotnoscia tych trzech liczb.
Rozwiazanie 1:
Na poczatek zauwazmy, ze dla kazdego k € N trojka postaci (k, 2k, 3k) spelnia warunki zadania.

(a) Poniewaz cala sytuacja z zadania jest symetryczna to mozemy zalozy¢
a<b<e

Bede oznacza¢ najmniejsza wspolna wielokrotnosé a, b, ¢ przez NWW (a, b, c). A wiec warun-
kiem z zadania jest
NWW(a,b,c)=a+b+c

(b) Chce teraz udowodnié¢, ze NWW (a,b,c) < 3c.
Mamy nieréwnos$¢ a < b < ¢, a wiec NWW(a,b,c) =a+b+c < 3c.
Rownosé NWW (a,b,c) = 3c oznacza ze a = ¢1 b = ¢, czyli NWW (a,b,c) = ¢ < 3c. Sprzecz-
nosé. Tak wiec NWW (a,b,c¢) < 3c. Zachodza nieréwnosci:

c<a+b+c=NWW(a,b,c) <3¢
Ale wiemy, ze ¢(|[NWW (a,b,c). Z tego wszystkiego wynika
a+b+c=NWW(a,b,c)=2c
c=a+bi NWW(a,b,c) = NWW(a,b,a+b) =2a+ 2b

(c) Jezeli a = b to NWW(a,b,a +b) = NWW(a,a,2a) = 2a # 4a. Sprzecznosé. A wiec a < bi
tym samym NWW(a,b,a + b) = 2a + 2b < 4b. Zachodzi takze NWW (a,b,a + b) > 2b oraz
BINWW (a,b,a +b). Z tego wszystkiego wynika

2a +2b= NWW(a,b,a+b) = 3b
b=2a, c=3a

A wiec liczby a, b, ¢ sa postaci (a,2a,3a) dla pewnego a € N;. To koriczy rozwiazanie.

Rozwigzanie 2:
Na poczatek zauwazmy, ze dla kazdego k € N trojka postaci (k, 2k, 3k) spelnia warunki zadania.

(a) Rozwazmy na poczatek przypadek gdy liczby a, b, ¢ sa parami wzglednie pierwsze (czyli NW D(a, b) =
NWD(b,c) = NWD(c,a) =1).
Zachodzi a + b+ ¢ = NWW(a,b,c) = abc. Mozemy zalozy¢, ze a < b < ¢. Jezeli a > 1 to
abc >2bc>4c>c+c+c>a+b+c A wieca=1.
Jezeli b=1to NWW(1,b,¢) = NWD(1,1,¢) #1+ 1+ c. Jezeli, z drugiej strony, b > 2 to

abc=bc>3c>c+b+1

Musi zajsé¢ b =2 i tym samym 3+ ¢ = 2¢, ¢ = 3.
W tym przypadku (a,b,c) = (1,2, 3).
(b) Rozwazmy dowolna trojke liczb a, b, ¢ spelniajacych warunki zadania. Trojka
a'=a/NWD(a,b,c),t/ =b/NWD(a,b,c),c =c/NWD(a,b,c)
takze spelnia warunki zadania. Ponadto NWD(a', V', ) = 1.
Zachodzi NWD(a',b")INWW (a',V, ) = a'+b'+, czyli NW D(a,V')|¢/, a wigce NWD(a',b') <
NWD(a',b, ) =1. Stad wynika
NWD(d,b) = 1.
Analogicznie
NWD(d,d)=1, NWD{',d)=1

Liczby (a’, b, ¢') sa parami wzglednie pierwsze, czyli (a’,b',¢') = (1,2, 3). Tym samym (a, b, c) =
(k, 2k, 3k) gdzie k = NW D(a,b, c). Uwaga: Dla dowolnych liczb a, b, ¢ nie ma implikacji NW D(a, b, ¢) =
NW D(a,b) np. dla (a,b,c) = (2,2,3).



Odpowiedz: Trojka (a,b,c) jest rowna pewnej permutacji (k, 2k, 3k), dla pewnego k € N.

4. Mamy dang funkcje f(z) = [#2] + {2}, gdzie [a] oznacza najwieksza liczbe catkowita niewieksza niz
a, za$ {a} = a — [a].
Wykaz, ze istnieje nieskoniczony ciag arytmetyczny liczb wymiernych, takich, ze jezeli liczba a na-
lezy do tego ciagu,to nie istnieje b takie, ze f(b) = a.
Uwaga: Zalozenia tezy zostaly ostabione w stosunku do wersji z olimpiady.
Rozwigzanie:

(a) Zauwazmy, ze jezeli f(b) jest calkowite to i liczba b musi by¢ catkowita. Jezeli natomiast
liczba b jest catkowita, to f(b) = b?. A zatem liczba calkowita ktora jest wartoscia f musi by¢
kwadratem liczby calkowitej.

(b) Rozwazmy ciag (3k + 2) gdzie k € N,. Jest to nieskoriczony ciag arytmetyczny liczb catko-
witych. Zaden wyraz tego ciagu nie jest kwadratem liczby catkowitej, gdyz kwadraty liczb
calkowitych nie daja reszty 2 przy dzieleniu przez 3. Tak wiec zaden wyraz tego ciagu nie jest
wartoScig, funkcji f.

Trudniejsze
1. Pokazag, ze istnieje nieskonczenie wiele takich wielokrotnosci 2005, w ktérych zapisie dziesietnych
cyfry 0,1,2,3...,9 wystepuja wszystkie tyle samo razy (bez liczenia wiodacych zer).
Rozwigzanie:
2005 = 5 - 401
Rozwazmy liczby:

9876543210, 98765432109876543210, . .., 9876543210 . . . 9876543210
402

Wszystkie te liczby sa podzielne przez 5. Ponadto mamy 402 liczby, a wiec ktorej dwie z nich daja
taka sama reszte z dzielenia przez 401:

401) 9876543210 . .. 9876543210 — 9876543210 . .. 9876543210 = 10 - 9876543210 .. . . 9876543210
k l k—1

gdzie | < k. Poniewaz 401 jest wzglednie pierwsze z 10 to

401| 9876543210 . .. 9876543210
k—1

a wiec
2005] 9876543210 . .. 9876543210
k-1

2. Liczby a, b, ¢, d sa rzeczywiste dodatnie. Udowodni¢, ze

a+b+c+d< 1 1 1 1
abcd —ad® b 3 3

Rozwiazanie:

7 nieré6wno$ci pomiedzy $rednig harmoniczng a geometryczng otrzymujemy
1 1 1

czyli

1,118
ad b3 3 T abe

Sumujac analogiczne nieréwnosci dla (a, b, d), (a,c,d), (b, ¢, d) otrzymujemy teze.



3. Trojkat ABC jest ostrokatny. Rysujemy dwa okregi ki i ko, ktérych Srednicami sy odcinki AC' i
BC odpowiednio. Niech AD i BE beda wysokosciami w ABC.
Niech punkty L # N beda punktami przeciecia BE z ki, przy czym L lezy blizej B niz N oraz
punkty K # M beda punktami przeciecia AD i ks, przy czym K lezy blizej A niz M.
Udowodni¢, ze na czworokacie K LM N da sie opisa¢ okrag.
Rozwiazanie:

(a)
(b)

(c)

Niech F' bedzie rzutem C' na AB. Niech H bedzie przecieciem wysokosci w AABC.
Zastosujemy twierdzenie:

Twierdzenie 1.1 Jezeli ABCD jest czworokgtem wypuklym, jego przekgtne przecinajq sie w
M oraz zachodzi |AM||CM| = |BM||DM]| to na czworokgcie ABCD da sie opisaé okrag.

(patrz kotko o potedze punktu z 2008 roku)

Zauwazmy, ze F lezy na kq i na ko, gdyz /CFB = ZCFA = 90°.
7 twierdzenia o potedze punktu dla punktu H i okregu k; wiemy, ze

|[HN||HL| = |HC||HF)
Analogicznie dla H i okregu ko:
|HK||HM| = |HC||HF|

Tak wiec |HN||HL| = |HK||HM)| i mozemy skorzystac z twierdzenia. To koriczy dowod.

4. Niech @) bedzie ustalonym punktem wewnatrz szeScianu K. Udowodnié, ze istnieje nieskonczenie
wiele prostych [ przechodzacych przez @, takich, ze @ jest srodkiem czesci wspdlnej [ 1 K.
Rozwiazanie:

(a)
(b)

(©)

Dla kazdej prostej | przechodzacej przez @ niech g oznacza jej czes¢ wspdlng z szedcianem K.

Jezeli @ jest Srodkiem szeScianu K to teza jest oczywista. Zalézmy zatem, ze () nie jest
srodkiem sze$cianu. Wtedy istnieje prosta [, prostopadia do pewnej Sciany sze$cianu taka, ze
Q lezy na [ oraz () nie jest rodkiem [q.

Jezeli w dowolnej plaszezyznie zawierajacej | znajdziemy jedna prosta [ taka, ze @ jest Srod-
kiem lg to tacznie znajdziemy nieskonczenie wiele prostych (znalezione proste beda parami
rozne, gdyz plaszczyzny przecinaja sie tylko na [, a znalezione proste to nie prosta [).
Rozwazmy dowolng plaszczyzne zawierajaca [. Cze$¢é wspolna tej plaszczyzny z K jest pro-
stokatem P.

Dla dowolnego punktu A na obwodzie P niech S(A) oznacza taki punkt na obwodzie P ze
S(A) # A oraz punkty A, Q, S(A) sa wspotliniowe. Z definicji wynika S(S(A)) = A.

Dla dowolnego punktu A na obwodzie P definiujemy funkcje

[AQ|

I = g isaa)

Funkcja f jest funkcja ciagla.
Chcemy znalezé takie A, ze f(A) =1/2.
Niech X bedzie dowolnym punktem na obwodzie P. Jezeli f(X) = 1/2 to dobrze. Zal6zmy,
ze f(X) # 1/2. Zauwazmy, 7e

f(5(X)) =1-f(X)
Jezeli f(X) < 1/2 to f(S(X)) > 1/2, a skoro funkcja f jest ciagla to istnieje takie Y, ze
f(Y) =1/2. Analogicznie rozwazamy przypadek f(X) > 1/2.

Dziekuje Mateuszowi za pewne poprawki do tego rozwiazania.

Wszystkie zadania pochodza z Austriackiej Olimpiady Matematyczne]j



