
Österreichische Mathematik

Olympiade

Zwei Dinge sind unendlich, das Universum und die menschliche Dummheit, aber beim Universum bin ich
mir nicht ganz sicher. Albert Einstein

�atwiejsze

1. Dla jak wielu liczb caªkowitych a takich, »e |a| ≤ 2005 ukªad równa«

x2 = y + a (1)

y2 = x + a (2)

ma rozwi¡zania w liczbach caªkowitych (x, y)?

2. Mamy dwa przystaj¡ce trójk¡ty równoboczne. Jeden z nich jest ustawiony w pewnym ukªadzie
wspóªrz¦dnych �wierzchoªkiem w dóª�, a drugi �wierzchoªkiem w gór¦�. Przeci¦cie tych trójk¡tów jest
sze±ciok¡tem. Udowodni¢, »e 3 odcinki ª¡cz¡ce przeciwlegªe wierzchoªki tego sze±ciok¡ta przecinaj¡
si¦ w jednym punkcie.

3. Ustali¢, dla jakich trójek liczb caªkowitych dodatnich (a, b, c) liczba a + b + c jest najmniejsz¡
wspóln¡ wielokrotno±ci¡ tych trzech liczb.

4. Mamy dan¡ funkcj¦ f(x) = [x2] + {x}, gdzie [a] oznacza najwi¦ksz¡ liczb¦ caªkowit¡ niewi¦ksz¡ ni»
a, za± {a} = a− [a].
Wyka», »e istnieje niesko«czony ci¡g arytmetyczny liczb wymiernych, takich, »e je»eli liczba a nale»y
do tego ci¡gu,to nie istnieje b takie, »e f(b) = a.
Uwaga: Zaªo»enia tezy zostaªy osªabione w stosunku do wersji z olimpiady.

Trudniejsze

1. Pokaza¢, »e istnieje niesko«czenie wiele takich wielokrotno±ci 2005, w których zapisie dziesi¦tnych
cyfry 0, 1, 2, 3 . . . , 9 wyst¦puj¡ wszystkie tyle samo razy (bez liczenia wiod¡cych zer).

2. Liczby a, b, c, d s¡ rzeczywiste dodatnie. Udowodni¢, »e
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3. Trójk¡t ABC jest ostrok¡tny. Rysujemy dwa okr¦gi k1 i k2, których ±rednicami s¡ odcinki AC i
BC odpowiednio. Niech AD i BE b¦d¡ wysoko±ciami w ABC.
Niech punkty L 6= N b¦d¡ punktami przeci¦cia BE z k1, przy czym L le»y bli»ej B ni» N oraz
punkty K 6= M b¦d¡ punktami przeci¦cia AD i k2, przy czym K le»y bli»ej A ni» M .
Udowodni¢, »e na czworok¡cie KLMN da si¦ opisa¢ okr¡g.

4. Niech Q b¦dzie ustalonym punktem wewn¡trz sze±cianu K. Udowodni¢, »e istnieje niesko«czenie
wiele prostych l przechodz¡cych przez Q, takich, »e Q jest ±rodkiem cz¦±ci wspólnej l i K.
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