Osterreichische Mathematik

Olympiade

Zwei Dinge sind unendlich, das Universum und die menschliche Dummbheit, aber beim Universum bin ich
mir nicht ganz sicher. Albert Einstein

Latwiejsze

1. Dla jak wielu liczb catkowitych a takich, ze |a| < 2005 uktad rownan

?=y+ta (1)
P=sta 2)

ma rozwiazania w liczbach catkowitych (x,y)?

2. Mamy dwa przystajace trojkaty réwnoboczne. Jeden z nich jest ustawiony w pewnym ukltadzie
wspotrzednych “wierzchotkiem w dét”; a drugi “wierzchotkiem w goére”. Przeciecie tych trojkatow jest
szesciokatem. Udowodnié¢, ze 3 odcinki taczace przeciwlegle wierzchotki tego sze$ciokata przecinaja
sie w jednym punkcie.

3. Ustali¢, dla jakich trojek liczb catkowitych dodatnich (a,b,c) liczba a + b + ¢ jest najmniejsza
wspolng wielokrotnoscia tych trzech liczb.

4. Mamy dana funkcje f(z) = [?] + {x}, gdzie [a] oznacza najwieksza liczbe catkowita niewigksza niz
a, za$ {a} = a — [a].
Wykaz, ze istnieje nieskoriczony ciag arytmetyczny liczb wymiernych, takich, ze jezeli liczba a nalezy
do tego ciagu,to nie istnieje b takie, ze f(b) = a.
Uwaga: Zalozenia tezy zostaly ostabione w stosunku do wersji z olimpiady.

Trudniejsze

1. Pokazag, ze istnieje nieskonczenie wiele takich wielokrotnosci 2005, w ktérych zapisie dziesietnych
cyfry 0,1,2,3...,9 wystepuja wszystkie tyle samo razy (bez liczenia wiodacych zer).

2. Liczby a, b, ¢, d sa rzeczywiste dodatnie. Udowodni¢, ze

a+b+c+d 1 1 1 1
abed §a3+b3+c3+d3'
3. Trojkat ABC jest ostrokatny. Rysujemy dwa okregi ki i ko, ktérych $rednicami sg odcinki AC i
BC odpowiednio. Niech AD i BE beda wysokosciami w ABC.
Niech punkty L # N beda punktami przeciecia BE z ki, przy czym L lezy blizej B niz N oraz
punkty K # M beda punktami przeciecia AD i ko, przy czym K lezy blizej A niz M.
Udowodni¢, 7ze na czworokacie K LM N da sie opisa¢ okrag.

4. Niech @Q bedzie ustalonym punktem wewnatrz szescianu K. Udowodnié, ze istnieje nieskoriczenie
wiele prostych [ przechodzacych przez @, takich, ze @ jest §rodkiem czesci wspélnej [ 1 K.

Wszystkie zadania pochodza z Austriackiej Olimpiady Matematycznej



