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Catkiem mozliwe, Ze co$ ponizej jest nie tak. Jesli zauwazycie cos piszcie! I nie myslcie, ze sie wyglu-
picie.
ZADANIE 1
Czy liczba v/2 jest wymierna?

Szkic rozwigzania

Jezeli /2 = p/q, gdzie p, q catkowite, to 2¢®> = p?. Najwyzsza potega 2 dzielaca liczbe po lewej stronie
jest parzysta, a po prawej — nieparzysta.

Identyczne rozumowanie mozna przeprowadzi¢ dla dowolnej innej liczby 1/n, o ile n nie jest kwadratem
liczby calkowitej. Zamiast 2 analizuje sie wtedy potegi liczb pierwszych dzielacych n.

Dobrym wnioskiem z tego zadania jest ogélna i banalna, lecz uzyteczna prawda: jezeli liczba A jest
niewymierna, a b wymierna, to wyrazenie b - A jest wymierne tylko jesli b = 0.

ZADANIE 2

Czy liczba v/+/2 + 1 jest wymierna?

Rozwigzanie.
Nie. Potegi liczby wymiernej sa wymierne, wiec gdyby liczba z zadania byla wymierna, wymierna
bylaby takze /2 + 1, a wiec i v/2, co nie jest prawda.

ZADANIE 3
Czy liczba (1 — v/2)? + (1 4+ v/2)? jest wymierna?
x. Czy liczba (1 — /2)2012 4+ (1 + v/2)2°12 jest wymierna?

Rozwigzanie.
1. Liczba ta jest réwna 6, a wiec jest wymierna.

2. Sytuacja jest identyczna jak w poprzednim podpunkcie. Tutaj, zamiast oblicza¢ wynik bezposrednio
korzystamy ze wzoru dwumianowego Newtona. Glosi on, ze dla dowolnych liczb a,b zachodzi
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gdzie (7) sa liczbami catkowitymi niezaleznymi od a,b (wzér podaje réwniez, ze () = nl(k!(n —
k)!)~1, ale nie bedzie nam to potrzebne.
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Wobec tego, ze wzoru
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z tych wzoréw wynika, ze liczba niewymierna (Z) /2" skroci sie (bo k jest nieparzyste!) z (Z) (—V2)F

i otrzymana liczba bedzie wymierna, a wiec catkowita.

ZADANIE 4

Udowodnij, ze liczba v/2 4+ v/3 nie jest wymierna.
*. Czy liczba V2+v3+V6 jest wymierna? Wskazéwka: V6 =+2- \/3, pozbgdz sie V3.
x. Czy liczba v/2 4 /3 + /5 jest wymierna?

Szkic rozwigzania



1. Gdyby v2 + v/3 byla wymierna, po podniesieniu jej do kwadratu stwierdzilibysmy, ze 5 + 2v/6 jest
wymierne, co nie jest prawda (patrz zadanie 1).

2. Przyktadowe rozwigzanie.
Niech w := v2+ V3 + V6 bedzie wymierna, wtedy
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Skoro /6 jest niewymierne, to jego wystapienia z obu stron skracaja sie, wiec w = —1. Co jest
nonsensem, bo w > 0 z definicji.

Inne rozwigzanie

Tak jak poprzednio oznaczamy w, ale tym razem przeksztalcamy réwnanie do postaci
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po podniesieniu do kwadratu stwierdzamy, ze v/2- (w +1) - (—w — 2) jest wymierne, stad w +1 = 0
lub —w — 2 = 0, oba przypadki wykluczone przez proste szacowanie w > 3.

3. Znowu: niech w := v/2 + /3 + /5, wtedy w — v/5 = V2 4+ /3 i (uzywamy ¢ na oznaczenie liczby
wymiernej, ktora nas nie obchodzi)

(w—V5)? = (V24 V3)2 =0 czyli —2wV5—-2V64+¢=0,q€Q

Przerzucajac ¢ na druga strone i znowu podnoszac do kwadratu stwierdzamy, ze 8 - w - /30 jest
wymierne, wiec w = 0. Co jest bez sensu, skoro w > 0.

Lemat 1.1. Liczba wymierna p/q (p,q s¢ catkowite) jest pierwiastkiem wielomianu P(x) = x™ +
An_17" 1 4+ ...+ ag o wspétczynnikach catkowitych. Uzasadnij, ze p/q jest catkowite.

Dowdd. Skracajac utamek mozemy zalozyé, ze p i ¢ nie maja wspoélnych dzielnikéw pierwszych.
Podstawmy p/q pod x otrzymujac
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Wszystkie wyrazy sumy poza p™/q sa catkowite, wiec i p™/q jest catkowite. A stad wynika, ze i p/q jest
catkowite (patrz na rozklad na czynniki pierwsze). O

ZADANIE 5
Udowodnij, ze jedli x jest catkowity, to liczba /x jest wymierna wtedy i tylko wtedy, gdy jest catkowita.
Udowodnij ponownie, ze liczba v/3 nie jest wymierna.

Rozwigzanie.
Liczba /7 jest pierwiastkiem wielomianu P(X) = X2 — z. Skoro z jest catkowity, to wielomian ten
spelnia warunki lematu, wiec wprost z lematu wynika, ze jesli /x jest wymierny, to jest catkowity.
Skoro 1 < v/3 < 2, to liczba ta nie jest catkowita a wiec i (wobec powyzszego!) nie jest wymierna.



