1.1

1.

Zadania

ZADANIE
Symbol Newtona

Jezeli n > k > 0 sg liczbami naturalnymi, to przez (2) oznaczamy wspolczynnik przy z" Fy*

w rozwinieciu (formalnym, przez wymnozenie nawiasow) wyrazenia (z + y)™, np.:

(z+y)? = (z+y)(z+y)(z+y) = 1-23+3-22y+3-2y* +1-y° zatem (3) =1, G) =3, @) =3, (2) =1.

Innymi stowy mamy kanoniczne rozwiniecie (Newtona):

n __ n n n n—1 n n—2, 2 n n—1 n n
(x +vy) —(O>x +(1)x y+<2>x Yy +...+<nl>xy —I—(n)y

Symbol (}) czytamy “n po k7, takie symbole nazywamy symbolami Newtona.

Osobom znajgcym juz symbol Newtona zalecam rozwigzywaé ponizsze podpunkty bez odwoltywania
n

sie do tego, ile faktycznie (k) jest rowne, a tylko do powyzszej definicji.

(a) Uzasadnij, ze () jest liczba catkowita dla dowolnych n i k,

(b) dowiedz, ze jezelin >k >1to (}) = (Zj) + (";1)

Wskazowka: Rozwaz rozbicie (v +y)" = x(x + y)" 1 +y(z +y)" L.
(c) wykaz (Z) = (nﬁk) dla dowolnych n i k,

Wskazowka: Czy wspdtczynniki zmieniq sie, jesli zamienimy v z y?
(d) pokaz () = (') =1 dla dowolnego n,

(e) przez indukcje wzgledem n udowodnij, ze

(%) = mmr

(gdzie standardowo 0! =1, nl=n-(n—1)-(n—2)-...-2-1).

(f) dowiedz, ze (Z) jest iloscia mozliwych wyborow k elementéw ze zbioru n-elementowego {1,2,--- ,n}.
Wiec to (Z) nie jest az tak nienaturalne, jakby sie na pierwszy rzut oka wydawato ©
Wskazowka: wyborowi elementéw ai,as, - ,ar przyporzedkujmy wybdr y-ow w nawiasach

ai, a9, - ,a, 6 T-6w w pozostatych. Iloczyn tak wybranych x-dw i y-dw to ™ *y*, zatem

liczy sig¢ on do (7).



2. ZADANIE
Male twierdzenie Fermata — inny dowdéd. Niech p bedzie liczba pierwsza.

(a) Wykaz, ze p (ZIZ) dla kazdego k : 0 < k < p,

(b) wywnioskuj, ze (a + b)P = a? + b mod p dla dowolnych a,b calkowitych, w szczegolnosci
(a+1)P=a?+1 mod p.
A wiec wielkie twierdzenie Fermata ma rozwigzania mod p

(c) Korzystajacz 0P =0 mod p udowodnij przez banalna indukcje, ze a? = a mod p dla kazdego
a€{0,1,---,p— 1} a zatem i dla kazdego a catkowitego.

3. ZADANIE
* Ewaluacje. Sensowne wyniki mozemy osiggngé podstawiajgc za abstrakeyjne x iy konkretne
warto$ci 1 patrzgc na rozwiniecie Newtona, np. podstawiajgc x =0 iy = 1 otrzymujemy:

e (e Gt (o (- ()

co juz sprawdziliSmy w poprzednim zadaniu.

o)+ )+ () ==

wywnioskuj, ze zbioér n-elementowy ma 2™ podzbioréw.

(b) Uzasadnij, ze dlan >0
n n n n
0)- () ()= ()=

Pokaz, ze nie jest to prawda dla n = 0.

(a) Uzasadnij, ze

(c) ** Uzasadnij, ze
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