.+ Czy to jest dowod?
O anen 3015

Zadania na koétko

Nalezy wybrac zadanie z ponizszych trzech i postaraé sie rozwigzaé je w grupie; po wszystkim kazdy z grupy
powinien rozumied, o co chodzi w rozwigzaniu ¢ umieé je wyttumaczyc.

ZADANIE 1
Suma dziesieciu liczb catkowitych dodatnich jest réwna 1001. Wyznacz najwieksza mozliwa warto$é naj-
wiekszego wspolnego dzielnika tych liczb.

Rozwigzanie.

Oznaczmy liczby przez aq, . . ., aio i niech D oznacza ich najwiekszy wspolny dzielnik. Skoro D|a1, D|as, . . .

to
D\al +a2+ ... +ap= 1001.

Ponadto, skoro a1/D,as/D, ... sa calkowite, to

1001 ai as aio
— ==+ =4+ ... +—=21+14+...+1=10,
D D + D +...+ D +14+...+ 0
czyli 1001 > 10 - D, stad 100 > D. Chcemy teraz znalezé¢ najwicksze D spelniajace podany warunek.
Liczba 1001 rozktada sie¢ na 7 - 13 - 11; nietrudno sprawdzi¢, ze najwiekszym jej dzielnikiem mniejszym
od 100 jest D =7-13 = 91.
Dla D = 91 tatwo znalezé odpowiednie liczby a1, as,...,a10- Sato a; = as = ... = ag = 91,a19 =
2-91.

ZADANIE 2
Wykaz, ze kwadrat obwodu trojkata jest wiekszy niz dwunastokrotnosé jego pola.

ZADANIE 3
Wykaz, ze dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n liczba 5™ 4+ 2 - 3"~ 4 1 jest podzielna przez 8.

Rozwigzanie.
Najwazniejsza obserwacja jest, ze 52, 32 daja reszte 1 z dzielenia przez 8 — “nie licza sie”. Wobec tego
liczby 5%F = (52)k oraz 3%F takze daja reszte 1 z dzielenia przez 8.
Zapiszmy teraz n = 2q + r, gdzie r € {0,1}. Wtedy 5" = 527 . 5", wiec 5" daje taka sama reszte
z dzielenia przez 8 jak 5. Podobnie, 3" daje taka sama reszte z dzielenia przez 8 jak 3".
Zysk z calej operacji jest taki, ze r ma tylko dwie mozliwe wartosci — {0,1}. Popatrzmy na oba
przypadki:
1. Jezeli n jest parzysta, czyli r = 0, to 5" daje reszte 1, a 3"~! daje reszte 3, to liczba 57 4+2-3" "1 +1
daje reszte 1 +2 -3+ 1 =8, czyli jest podzielna.
2. Jezeli n jest nieparzysta, to r = 1. W tym przypadku 5" daje reszte 5 z dzielenia przez 8, zag 37!
daje reszte 1 z dzielenia przez 8. Liczba 5" +2-3"~! +1 daje wigc reszte 5+2-1+ 1 = 8 z dzielenia
przez 8, czyli jest podzielna.

11 rozwigzanie
To rozwigzanie korzysta z kongruencji, 1 mowi doktadnie to samo, co poprzednie, tylko innym jezy-
kiem. Kongruencje sq opisane w pliku 12300, zachecam ogdlnie do czytania — ma jedynie 14 stron.

Zauwazmy, ze 52 = 32 =1 mod 8. Zapiszmy n = 2q + r, gdzie r € {0,1}. Wtedy
5" = (52)q 5" =19.5"=5" mod 8, analogicznie 3" ! =3""! =3""1 mod 8.
Analizujemy przypadki r=01ir = 1:

1. Jezelir=0to 5" +2-3""14+1=1+2-34+1=0 mod 8.
2. Jezelir=1to5"+2-3"14+1=54+2-1+41=0 mod 8.



