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ZADANIE 1 Z POPRZEDNIEGO KOLKA
Wykaz, ze kwadrat obwodu trojkata jest wiekszy niz dwunastokrotnosé jego pola.

Rozwigzanie.

Oznaczmy boki trojkata przez a, b, ¢, wtedy kwadrat odwodu to (a+ b+ c)?. Oznaczmy réwniez przez
P pole trojkata.

Jezeli h oznacza dtugo$¢ wysokosci opuszczonej na bok a, to mamy b > h oraz ¢ > h. Wobec tego

ab>2-(a2b>:2P.

Analogicznie bc > 2P, ca > 2P, wobec tego

(a+b+e)?=(a®>+b*+c*)+2-(ab+bc+ca) >2-(ab+bc+ca) =2 6P = 12P.
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ZADANIE 2 V PTM, GIMN KORESP.
Czy wiecej dzielnikéw dodatnich liczby 20132013 koriczy sie jedynka, czy tréjka? OdpowiedZ uzasadnij.

ZADANIE 3
Wykaz, ze jesli p jest liczba pierwsza, to rownanie

1 1 1

Ty p
ma dokladnie trzy rozwiazania w liczbach naturalnych dodatnich z,y.

Rozwigzanie.
Najwazniejsze jest (wielokrotne) korzystanie z faktu, ze p jest pierwsza, wiec p|ab implikuje p|a lub

p|b.
Zalozmy, ze (z,y) jest rozwiazaniem réwnania i pomnézmy obie strony przez pry, otrzymujac

py + pr = zy, czyli p(z +y) = xy.

Wynika stad, ze p‘x lub p‘y. Zalozmy (ew. zmieniajac miejscami x i y), ze p|z, niech x = pk, wtedy

x4y =ky, stad pk =z = (k- 1)y.

Wynika stad, ze k — 1|p, wiec k — 1 moze przyjmowaé jedna z czterech wartosci: —p, —1,1,p. Liczba
xz/y =k — 1 jest dodatnia, wiec pozostaja nam dwie mozliwosci:

1. k—1=1. Wtedy = = 2p, wiec y = 2p.

2.k—1=p,wiccx=(p+1)piy=p+1.
Przypomnijmy teraz, ze dokonaliSmy zalozenia, ze p|z. Analogicznie rozwazajac sytuacje p‘y znajdujemy
ponownie rozwiazanie x = y = 2p oraz nowe rozwiazanie x = p + 1,y = p(p + 1), lacznie sy trzy
rozwigzania.

ZADANIE 4
Czworokat ABCD jest wpisany w okrag w. Wykazaé, ze dwusieczne katow <ACB i <ADB przecinaja
sie w punkcie lezacym na okregu w.



Rozwigzanie.

Oznaczmy przez X punkt przeciecia dwusiecznej <AC'B z okregiem w. Katy <XCA, <X CB s rowne,
wiec tuki XA i X B sa rowne, czyli X jest srodkiem tuku AB niezawierajacego C.

Analogiczne rozumowanie przeprowadzone dla <AD B potwierdza, ze dwusieczna ta przechodzi przez
srodek tuku AB niezawierajacego D, czyli przez punkt X!

Przed eliminacjami i PTMem.

Ogdlnie do jednego i drugiego potrzeba mato teorii, teoretycznie osoby z réznych szkdt bez teorii muszq
daé rade poradzié sobie. Ale teoria oczywiScie pomaga.

Proponowatbym sprébowaé poczytaé 123infty.pdf (na stronie po lewej, z krolikiem), a szczegdlnie po-
czgtek i pierwsze trzy zadania z sekcji “Algebra” oraz podsekcje “Kongruencje” w Teorii liczb i “Zasada
szufladkowa Dirichleta” w kombinatoryce. Sq one przyjazne uzytkownikows (tylko kongruencje wprowa-
dzajg co$ istotnie nowego), a w razie czego stuze pomocq mailowq.
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