-1 (zenerator

1.1 Teoria

Twierdzenie (Istnienie generatora) Niech p bedzie liczbg pierwszq. Istnieje liczba catkowita g, taka,
ze potegi g dajg wszystkie niezerowe reszty z dzielenia przez p, tzn.

{g modp,g> modp,...,¢g?' modp}={1,2,...,p—1}.
Whniosek Dla g,p jak wyzej jezeli g" =1 mod p to p— 1|n.

Whniosek Dla dowolnej liczby pierwszej p nie ma liczby n < p — 1 takiej, ze x™ =1 mod p dla kazdego
x miepodzielnego przez p — “mate twierdzenie Fermata jest optymalne”.

1.2 Zadania bez generatora

1. ZADANIE
Udowodnij, ze réwnanie 322 + 2 = y? nie ma rozwigzan w liczbach calkowitych.

2. ZADANIE
Udowodnij, ze réwnanie 72® + 2 = y3 nie ma rozwigzan w liczbach calkowitych.

3. ZADANIE
(twierdzenie Wilsona)

Niech p bedzie liczbg pierwsza wieksza od 2.

(a) Pokaz, ze jedynymi rozwigzaniami réwnania #2 = 1 mod p sg liczby = dajace reszte —1 lub 1
7 dzielenia przez p.

(b) Przypomnij sobie, ze dla kazdej liczby catkowitej a € {1,2,...,p — 1} istnieje doktadnie jedna
liczba b ze zbioru {1,2,...,p — 1} taka, ze ab = 1 mod p, ktéra oznaczam a~'. Udowodnij,
7e przy tak przyjetych oznaczeniach (a=!)~! = a.

' modptor=1lubz=—1.

(c) Wywnioskuj, ze jezeli x = 2~
(d) Uzasadnij, ze
(p—1)!=-1-1=-1 mod p.
grupujac elementy iloczynu po lewej w pary (x,z71).

(e) Policz, ze (zupelnym przypadkiem) to samo zachodzi dla p = 2.

4. ZADANIE
Niech p bedzie liczba pierwsza wieksza od 2.
p+1

Uzasadni¢, ze istnieje dokladnie *5—~ reszt kwadratowych mod p tzn. zbior {0%,12,...,(p — 1)?}

ma doktadnie ”Qil elementow.

5. ZADANIE
Uzasadnij, ze jezeli p > 2 jest pierwsze, a n takie, ze NWD(n,p—1) =1, to

a” =b" mod p implikuje a =b mod p.

Wskazowka uzyj matego twierdzenia Fermata.



6.

1.3

ZADANIE
Uzasadnij (bez uzycia teorii generatoral), ze jezeli p jest nieparzysta liczba pierwsza, a NW D(n,p—
1)=1to

p|lI"+2" 4+ 4+ (p—1)".

Wskazowka: skorzystaj z poprzedniego zadania, by zobaczyé, ze liczby 1™,2™ ... (p — 1)"™ sq rdzne.

Ile wynosi 1" + 2"+ - 4+ (p—1)" gdy p — 1‘71?

* Zadania na generator

ZADANIE
Korzystajac z tego, ze 2 jest generatorem dla liczby 29 znajdz, bez zgadywania, rozwigzania réw-
nania 7 =1 mod 29.

ZADANIE
Udowodnij, ze dla 8 nie istnieje odpowiednik generatora tzn. taka liczba g, ze {g mod 8,g?
mod 8,¢% mod 8,¢g* mod 8} = {1,3,5,7}.

ZADANIE
Niech p bedzie pierwsze, a n bedzie liczbg catkowita niepodzielng przez p — 1. Udowodnié, ze

p|1"+2" 4+ (p— 1™

Tle wynosi 1" + 2" 4 -« + (p — 1)™ jezeli p — 1’71?

. ZADANIE

Liczba p > 2 jest pierwsza.
Wielomian P(z) = a,_12P7! + -+ + a7 + ap jest taki, ze p nie dzieli P(a) — P(b) o ile a,b sa
calkowite i p )(a —b. Wykazaé, ze pla,—1.

(a) Wykaz, ze {P(0) mod p, P(1) mod p,...,P(p—1) mod p} ={0,1,...,p—1}.

(b) Zakonkluduj, 7 p‘P(O) +. 4+ P(p—1).

(c) Rozpisz wspoélczynniki i policz, ze wiasnie udowodniles, ze p|a,_1.

. ZADANIE

Niech p bedzie liczba pierwsza wieksza od 2.

Uzasadni¢, ze istnieje dokladnie 25! reszt kwadratowych mod p tzn. zbior {02,12,..., (p — 1)}

ma doktadnie inl elementow.

. ZADANIE

Niech p bedzie liczba pierwszg. Wtedy a* moze daje doktadnie Wklpq) + 1 réznych reszt
mod p.



