
Fermat, Euler i inne chªopaki

1.1 Teoria

1. Twierdzenie 1.1 (Maªe twierdzenie Fermata) Je»eli p jest liczb¡ pierwsz¡, za± a jest liczb¡
caªkowit¡ niepodzieln¡ przez p, to

ap−1 ≡ 1 mod p.

2. Twierdzenie 1.2 (Maªe twierdzenie Fermata, równowa»nie) Je»eli p jest liczb¡ pierwsz¡, za±
a jest liczb¡ caªkowit¡, to

ap ≡ a mod p.

Wypadª tutaj warunek p 6
∣∣∣a.

3. De�nicja 1.3 Liczb¦ takich a ∈ {1, 2, . . . , n}, »e a jest wzgl¦dnie pierwsze z n, oznaczam jako φ(n).

4. Twierdzenie 1.4 (Eulera) Niech n b¦dzie liczb¡ naturaln¡, za± a liczb¡ caªkowit¡ wzgl¦dnie pierw-
sz¡ z n tj. NWD(a, n) = 1. Wtedy

aφ(n) ≡ 1 mod n,

gdzie φ(n) jest zde�niowane jak wy»ej.

1.2 Zadania

1. Zadanie
Uzasadnij (najlepiej bez oblicze«), »e

(a) 21
∣∣∣17 + 27 + · · ·+ 67,

(b) 21
∣∣∣1600001 + 2600001 + · · ·+ 6600001.

Wskazówka: 21 = 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6. Hm, czy»by zachodziªo jakie± przystawianie mod 21 ;).

2. Zadanie
Udowodnij (w sko«czonym czasie; da si¦ bez oblicze«), »e dla dowolnej liczby caªkowitej a, liczba
a1005 daje z dzielenia przez 2011 reszt¦ ze zbioru {−1, 0, 1}.

3. Zadanie
Udowodnij, »e:

(a) 76 ≡ 66 ≡ 1 mod 43,

(b) je»eli n = 6k − 1 (k ∈ Z), to 43
∣∣∣7n − 6n − 1,

(c) je»eli n = 6k + 1 (k ∈ Z), to 43
∣∣∣7n − 6n − 1,

(d) je»eli p jest liczb¡ pierwsz¡ wi¦ksz¡ od 3, to 43
∣∣∣7p − 6p − 1.

4. Zadanie
Niech a, b b¦d¡ wzgl¦dnie pierwszymi liczbami caªkowitymi. Udowodnij, »e istniej¡ liczby dodatnie
m,n, takie, »e

ab
∣∣∣am + bn − 1.



5. Udowodnij, »e je±li p jest liczb¡ pierwsz¡, a a jest tak¡ liczb¡ caªkowit¡, »e p
∣∣∣ap − 1 to

(a) p
∣∣∣a− 1,

(b) p2
∣∣∣ap − 1.

6. * Niech a, b, c ∈ Z b¦d¡ takie, »e a + b + c = 0. Rozstrzygnij, czy a61 + b61 + c61 mo»e by¢ liczb¡
pierwsz¡.

7. ** Wyznaczy¢ najmniejsz¡ tak¡ liczb¦ pierwsz¡ p, »e liczba

2120! − 1

jest podzielna przez p i nie jest podzielna przez p2. Wskazówka: ile wynosi φ(p2)?


