Fermat, Fuler 1 inne chlopaki
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Teoria

. Twierdzenie 1.1 (Male twierdzenie Fermata) Jezeli p jest liczbq pierwszq, za$ a jest liczbg

catkowitg niepodzielng przez p, to
a® =1 mod p.

. Twierdzenie 1.2 (Male twierdzenie Fermata, rownowaznie) Jezelip jest liczbg pierwszq, zas

a jest liczbg catkowitq, to
a? =a mod p.

Wypadt tutaj warunek p /fa.

Definicja 1.3 Liczbe takich a € {1,2,...,n}, Ze a jest wzglednie pierwsze z n, oznaczam jako ¢(n).

Twierdzenie 1.4 (Eulera) Niech n bedzie liczbg naturalng, zas a liczbg catkowitq wzglednie pierw-
szq zn tj. NWD(a,n) =1. Wtedy
a®™ =1 mod n,

gdzie ¢(n) jest zdefiniowane jak wyzej.

Zadania

ZADANIE
Uzasadnij (najlepiej bez obliczen), ze

(a) 21’17+27 P
(b) 211000001 4 9600001 .. 4 500001

Wskazowka: 21 =142+ 3 +4+4 5+ 6. Hm, czyzby zachodzito jakies przystawianie mod 21 ;).

ZADANIE
Udowodnij (w skoriczonym czasie; da sie bez obliczeri), ze dla dowolnej liczby caltkowitej a, liczba
a'%% daje z dzielenia przez 2011 reszte ze zbioru {—1,0,1}.

Z ADANIE
Udowodnij, ze:

(a) 7 =65=1 mod 43,
(b) jezelin =6k —1 (k € Z), to 43

6" -1,

(c) jezelin =6k +1 (k € Z), to 43|7" — 6™ — 1,

(d) jezeli p jest liczba pierwsza wieksza od 3, to 43|77 — 6P — 1.

ZADANIE
Niech a, b beda wzglednie pierwszymi liczbami catkowitymi. Udowodnij, ze istnieja liczby dodatnie
m,n, takie, ze

abla™ + 0" — 1.



5. Udowodnij, ze jesli p jest liczbg pierwsza, a a jest taka liczba catkowita, ze p|a? — 1 to

() pla—1,
(b) pQ’ap —1.

6. * Niech a,b,c € Z beda takie, ze a + b+ ¢ = 0. Rozstrzygnij, czy a®' + b%' + cf' moze byé liczba
pierwsza.

7. ** Wyznaczy¢ najmniejsza taka liczbe pierwsza p, ze liczba
2120! -1

jest podzielna przez p i nie jest podzielna przez p?. Wskazéwka: ile wynosi ¢(p*)?



