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sprawdzi¢ (mniej lub bardziej inteligentnie) wszystkich mozliwoéci, trzeba wiec wybraé
emph{niezmiennik} lub emph{po6tniezmiennik}~--- ceche sytuacji, ktéra nie zmienia sie lub
zmienia sie w~dobry dla nas sposéb. Istnieje kanon niezmiennikbw~--- sposoby czesto
pojawiajgce sie w~zadaniach. Ponizsze zadania wprowadzajg wiele z~nich. emph{Wiele
z~ponizszych zadan pochodzi z~warsztatéw V LO w~Krakowie. Dziekuje!}
setcounter{problem}{-2} begin{problem}[ulubione prof.~Kordosa] = Mamy puchar z~woda,
puchar z~winem oraz pusty (mniejszy) pucharek.  Zaczerpnieto peten pucharek wody
i~przelano jg do wina, nastepnie  zaczerpnieto rowniez pucharek otrzymanej mieszaniny
i~przelano jg do wody. Czy wiecej jest ~ wody w~pucharze z~winem, czy wina w~pucharze
z~wodg? end{problem} begin{sol} = W~obu pucharach tgczna objetos¢ ptynu jest taka sama
na poczatku i~na  koncu operacji. Wobec tego tyle wody ubyto z~pucharka z~wody, ile wina
przybyto. Czyli wody w~winie jest tyle samo ile wina w~wodzie. end{sol} begin{problem}
Mamy dang liczbe $2009!$. Obliczamy sume jej cyfr, sume cyfr liczby tak  otrzymanej itd.
Uzasadnij, ze po skonczenie wielu ruchach uzyskamy liczbe  jednocyfrowg. Jaka to bedzie
liczba? end{problem} begin{sol} = Oznaczmy przez $S(x)$ sume cyfr $x$. Jezeli mamy
liczbe dwu lub wiecej cyfrowg w~postaci $M = a_ncdot 10"n + dots +a_1 cdot 10 + a_0% to
$S(M)=a n+dots+a_1+a 0$. Skoro $a_icdot 10"i geq a_i$ oraz $10"na_n > a_n$
(wazne: ostra nierownosé¢ bo  $a n>0$i~$n>0%)to  [S(M) =a_n + dots + a_0 < a_ncdot
10"n + dots + a_1cdot 10 + a_0 =M]  wiec branie sumy cyfr zmniejsza liczbe, o~ile nie jest
ona jednocyfrowa. Jezeli startujemy z~$X$ to po kazdej operacji otrzymujemy liczbe
dodatnig.  Gdyby liczby otrzymywane w~$X+1$ kolejnych krokach byty dwu lub wiec
cyfrowe, to w~kazdym z~nich zmniejszaliby$my otrzymang liczbe, wiec po $X$  krokach
otrzymaliby$my liczbe nie wiekszg niz $X - (X+1) = -1$. Ale suma liczb liczby dodatniej nie
moze byC ujemna. Sprzeczno$¢!  Wobec tego po skonczenie wielu krokach otrzymamy liczbe
jednocyfrowg  dodatnia. emph{W~tym wypadku pdtniezmiennikiem byta po prostu wartosé
liczby  otrzymywanej w~kolejnych krokach i~fakt, ze zmniejszata sie ona.} Reszta
z~dzielenia liczby przez $9% nie zmienia sie (to cecha podzielnosci  przez $9%) a~$2009!$
jest podzielna, wiec otrzymamy $93%. end{sol} subsection{Niegeometryczne}
begin{problem}[Nowogrdéd 2012] Na tablicy zapisano liczbe uzyskang przez podniesienie
liczby siedem do potegi $20124{2012}$. W~jednym kroku $cieramy pierwszg (od lewej) cyfre
$C8$ liczby zapisanej na tablicy, otrzymujac liczbe $b$, Scieramy réwniez liczbe $b$
i~zapisujemy na tablicy $b + C$. Po pewnej liczbie krokdéw otrzymalismy liczbe
dziesieciocyfrowg. Wykaz, ze dwie jej cyfry sg jednakowe. emph{Uzywamy systemu
dziesietnego.} end{problem} begin{problem}  Dana jest tablicy $2011 times 2011$
wypetniona na poczatku liczbami $-1$.  W~kazdym ruchu $2012$ liczb przez $-1$.
Uzasadnij, ze nie mozemy otrzymaé¢  planszy wypetnionej jedynkami. end{problem}
subsection{Geometryczne} Tutaj jest mato standardowych. Znane to textbf{pole},
textbf{obwod}, textbf{$rodek ciezkosci}, textbf{wyréznienie czesci} i~textbf{pozostate ;)}.
begin{problem}  Na tarczy zegara w~miejsce liczb wkrecono zaréwki. Zaréwka na godzinie
$12$ jest zapalona, pozostate sg zgaszone. Mozemy wybiera¢ dowolne 6  kolejnych
zardwek i~jednoczesnie zmienia¢ stan wszystkich tych zaréwek.  Czy mozemy w~ten sposéb
doprowadzi¢ do tego, by $wiecita tylko jedna  zaréwka na godzinie $11$? end{problem}
begin{problem}  Fredek gra w~samotnika. Plansza do gry ma ksztatt $n$--kata foremnego.
Na kazdym wierzchotku tego $n$--kata stoi kieliszek, niektére kieliszki sg ~ napetnione.
Jedno posuniecie polega na tym, ze Fredek wypija zawarto§¢  dowolnie wybranego kieliszka
oraz zawartos¢ tych sasiednich kieliszkdw,  ktdre byty napetnione i~jednoczesnie napetnia te
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sgsiednie kieliszki,  ktore byty puste. Jesli po pewnym posunieciu wszystkie kieliszki sg
puste, to Fredek idzie sie napi¢. Uzasadnij, ze jesli $n$ jest podzielne przez ~ $3$ i~na
poczatku jedynie jeden kieliszek jest napetniony, to Fredek nie pdjdzie sie napi¢. end{problem}
begin{problem}[matma.ilo.pl] = Wokét okragtego stotu siedzi $2012$ ufoli. Poczatkowo jeden
zufolima  $2012$ czarnych dziur. W jednym ruchu kazdy ufol, ktéry posiada co najmniej
dwie czarne dziury, moze wzig€ dwie ze swoich czarnych dziur i podarowa¢ po  jednej
czarnej dziurze kazdemu ufolowi siedzacemu obok. Powiedz ufolom,  czy moze dojs¢ do
sytuaciji, gdy po pewnej liczbie ruchéw kazdy ufol ma po  jednej czarnej dziurze.
end{problem} begin{problem}[LVII OM, etap 2, mniej wiecej]  Trojkat rownoboczny o~boku
dtugosci $2012$ jest ztozony z~ptytek  w~ksztalcie trojkacikédw rownobocznych o~boku
dtugosci $1$, majacych jedng  strone pokolorowang na karolinowo a~drugg na szymonowo.
Trojkacik mozna  odwrocié, jezeli sasiaduje z~co najmniej dwoma trojkacikami majacymi
widoczng strone w~innym kolorze. Uzasadnij, ze nie istnieje ustawienie  startujgc od ktérego
mozemy odwracacé tréjkaciki bez konca. end{problem} begin{problem}[Epidemia]
Uczniowie piszg olimpiade ustawieni w~kwadrat $2012 times 2012$. Jezeli  dwdéch ucznidw
sasiadujacych z~$A$ (z~boku/przodu/tytu, nie po przekatnej) jest  zniecheconych, zniecheca
sie takze uczen $AS. Uzasadnij, ze je$li na kohcu cata sala jest zniechecona, to na
poczatku  zniecheconych musiato by¢ co najmniej $n$ uczniéw. end{problem}
begin{problem}  Dana jest szachownica $2010 times 2010$. Na kazdym polu lezy kamien.
Dwa kamienie lezg na pewnym-~wierszu/kolumnie/przekatnej tak, ze oddziela  je jedno pole
mozemy je przetozy¢€ na to pole. Uzasadnij, ze kamieni nie da  sie zgromadzi¢ w~jednym
punkcie. end{problem} end{document}
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