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newtheorem{hyp}[thm]{Hipoteza} newtheorem{useless}[thm]{}
newenvironment{proof}[1][Dowdd. [{noindenttextsc{#1}} {nolinebreak[4]hfillblacksquare$\par}
newenvironment{sol}[1][Rozwigzanie. ]{ noindenttextsc{#1}} {hfillpar}
newenvironment{problem}{noindenttextsc{Zadanie}\} {hfillpar} defdeg{*{circ}}
defsource#1{\Zrédto: #1}  subimport{../}{style} %include{style} begin{document}
section{Koniec o $mathbb{Z} rightarrow mathbb{Z} p$} subsection{Teoria}  Nieraz
stykamy sie z problemem: udowodnié¢, ze dane réwnanie postaci $cos  cdot x*k + cos_2 y*m
+ cos_jeszcze = 0% nie ma rozwigzan w liczbach  catkowitych. Warto wtedy popatrzeé na
to réownanie $mod$ pewna liczba catkowita  (emph{ma to tez sens algebraiczny -- chodzi o
to, ze obrazami  algebraicznymi  $mathbb{Z}$ sg doktadnie zbiory reszt $mathbb{Z}_n$}).

Przeliczmy bodaj najczesciej stosowany przyktad:  [begin{array}[c]{||I|!II]]} hline
n &0&1&2&3&4&5&6&7\ hline NmMod8&0&1&4&1&0&1&
4 & 1\ hline  end{array}] Zatem $n”2 mod 8% moze przyjmowac jedynie wartosci $0,
1,4%, stadtez  wniosek, ze $n*2 mod 4$ moze przyjmowac jedynie wartosci $0,1$.
Typowe rozumowania: begin{problem} Udowodnié, ze réwnanie $x"2 + 4y"2 = 2011$
nie rozwigzan w liczbach catkowitych dodatnich.  end{problem} begin{sol}



images/tl-resztypotegowe-28-10-10.pdf
images/tl-resztypotegowe-28-10-10.pdf

TL -- réwnania diofantyczne -- 28.10-4.11.10

Whpisany przez Joachim Jelisiejew
piatek, 29 pazdziernika 2010 09:39 - Poprawiony czwartek, 18 listopada 2010 22:59

Zauwazmy, ze $2011 equiv 3 mod 43, zatem gdyby $x$ i $y$ spetniaty to rébwnanie to
$x"2 equiv x*2 + 4y"2 = 2011 equiv 3 mod 4$, a kwadraty nie dajg reszty $3%$ z dzielenia
przez $4%. end{sol} = phantom{.} begin{problem} Udowodnié, ze réwnanie $x"2
+ 2y"2 = 4°k$ nie ma rozwigzan w liczbach catkowitych dodatnich, dla zadnego $k$
naturalnego.  end{problem} begin{sol} emph{Zauwazmy, ze rozwigzanie w
liczbach textbf{catkowitych} istniejg -- np. rozwigzanie $x=2"k, y=0$. Zatem nachamowe
liczenie $mod$ nie zadziata.} Zatézmy, ze takie rozwigzania istniejg, niech $(x,y)$
bedzie takim rozwigzaniem, przy czym $x$ textbf{jest najmniejsze mozliwe} wsréd
wszystkich rozwigzan $x,y$ dla wszystkich $k$. Liczby $x$ i $y$ spetniajg réwnanie $x"2
+ 2y"2 equiv 4"k mod 4$. Oczywiscie $4”k equiv 0 mod 4%, zatem $x"2 + 2y"2 equiv

0 mod8$. Jakie reszty moze dawac $x"2 + 2y"2$? Ano wszystkie kombinacje $a +
2bmod 4$ gdzie $a,bin {0,1}$. Przeliczamy, Ze sg to $0 + 2cdot 0 equiv 0, 0 +2=2,
1+0=1,1+2cdot 1 = 3$. Zatem zgadza sie tylko, jezel $a = 0% i $b=0%, czyli gdy
$4Big|x"2$ i $4Big|y*28$, czyli gdy $2Big|x$ i $2Big|y$. Liczby $x/2% i $y/2$ sg wiec
catkowite i spetniaja: [ left(frac{x}{2}right)"2 + left( frac{y}{2} right)"2 = 4MKk-1}.

] a wiec $x/2,y/2$ sa rozwigzaniem réwnania i oczywiscie skoro $x>0$ to $x/2 <
x$. Otrzymujemy sprzecznos$¢ z zatozeniem, ze $x$ byto najmniejsze wéréd wszystkich
rozwigzan. end{sol} subsection{Zadania} begin{enumerate} item begin{problem}

Udowodnij, ze liczba $3"n + 3cdot 17”n$ nie jest kwadratem liczby naturalnej
dla kazdego $nin mathbb{N}$. end{problem} item begin{problem}
Wyznacz wszystkie $nin mathbb{N}$ takie, ze [ 5Big|1*n + 2”n + 3"n + 4"n.

] end{problem} item begin{problem} Rozwigz réwnanie $x"3 + 3y"3 =
9z3% w liczbach catkowitych. end{problem} item begin{problem}
emph{Chinskie twierdzenie o resztach.} Celem jest udowodnienie, ze jezeli liczby $k$ i
$I$ sg wzglednie pierwsze, a $r_1$ i $r_ 23 sg catkowite, to istnieje doktadnie
jedna liczba $Min {0,1,dots,kl}$ taka, ze\ $M equiv r_1 mod k$\ $M equivr_2
mod |.$ emph{Intuicyjnie: reszty z dzielenia przez $k$ i $I$ sa zupetnie
niezalezne od siebie.} end{problem} Sugerowane kroki: begin{enumerate}

item Udowodnié, ze reszty liczb z ciggu ${0,k,2k,3k, dots, (I-1)k}$ sg parami
rozne, zauwazyc, ze w~zwigzku z~tym kazda reszta pojawia sie w tym ciggu.

item zrobi¢ to samo dla ciggu ${a,k+a,2k+a,3k+a, dots,(I-1)k+a}$. item
zauwazy¢, ze wiasnie udowodnito sie to, co trzeba ;) end{enumerate} end{enumerate}
subsection{Teoria 2.0} textbf{Ten paragraf jest (niestety; kiedy$ sie moze zdraznig i zrobie
porzadny kurs algebry) poza jakimkolwiek programem tego koétka, jego  zrozumienie
pozostawiam najwyzej uczestnikom kotka.} Jak caty czas w teorii liczb, mozna zobaczy¢
znacznie wiecej patrzac przez  szkietko algebry, mozna znaczniej utatwi¢ sobie zycie i
unikng¢ btedéw  obliczeniowych, wybierajac od razu te “"bardziej obiecujgce" liczby do
brania $mod$. begin{thm} Niech $p$ bedzie liczbg pierwsza. Wtedy $a"k$ moze daje
dokfadnie $frac{p-1HNWD(k,p-1)} + 1$ roznych reszt $mod p$.  end{thm}
begin{proof} Wymaga uzycia faktu o istnieniu generatora, ale przy znajomosci tego
faktu i lematu o rzedzie jest bardzo proste. Dowdd na zyczenie.  end{proof} begin{cor}
Nie ma sensu np. rozwazac reszt z dzielenia przez $5$ liczb $n"3$, bo, jak gtosi
powyzsze twierdzenie, jest ich $frac{4}{NWD(3,4)} +1 = 5%, czyli sg to po prostu wszystkie
mozliwe reszty. Ogédlniej sensownie rozwazac takie $p$, zeby SNWD(k,p-1)$ byto jak
najwieksze. Pokazuje to, ze np. $mod 7$ Swietnie sprawdza sie w~kontaktach
z~szescianami, bo $n"3$ daje doktadnie $frac{6}{3} + 1 = 3% reszty $mod 7$ (s3g to
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zresztg $-1, 0, 1$, co przeliczamy juz bezposrednio).  end{cor} Z liczbami
niepierwszymi jak zawsze jest wigekszy problem, tym niemniej  mozna sobie poradzi¢ przez
izomorfizm $mathbb{Z}_{kl} simeq  mathbb{Z} k times mathbb{Z} I$ ($k perp I$) oraz

istnienie generatoraw  $mathbb{Z} {p*alpha}}$ gdzie $p$ -- pierwsze, $alpha$ dodatnie.
end{document}
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