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1.1 Ogólnorozwojowa teoria

Oznaczmy przez Zn zbiór reszt mod n, który mo»na uznawa¢ za {0, 1, 2, . . . , n− 1}.
Porównanie Q i Zp, gdzie jest p pierwsza. Poni»ej x, y ∈ Q, a, b ∈ Z.
Q Zp

je»eli x · y = 0, to x = 0 lub y = 0 je»eli a · b ≡ 0 mod p to a ≡ 0 mod p lub
b ≡ 0 mod p

je»eli x 6= 0, to istnieje x−1 ∈ Q takie, »e
x · x−1 = 1

je»eli a 6≡ 0 mod p, to istnieje b ∈ Z takie, »e
a · b ≡ 1 mod p. Mo»emy to b oznacza¢ �a−1

mod p�

x−1+y−1 = (x+y)·(xy)−1 i ogólnie wszystkie
dziaªania zachowuj¡ si¦ tak, jak wiemy

a−1 + b−1 ≡ (a + b) · (ab)−1 mod p i ogólnie
wszystko jest dobrze, tylko trzeba pami¦ta¢,
»e nie istnieje nic takiego jak p−1 mod p albo
(2p)−1 mod p.

Dlaczego ten punkt widzenia opªaca si¦?

Przykªad 1.1. Udowodnij, »e je»eli p jest pierwsza, a a ∈ Z niepodzielna przez p, to {a · 0, a · 1, . . . , a ·
(p− 1)} daj¡ ró»ne reszty z dzielenia przez p.

Rozwi¡zanie.
Wiemy, »e a 6≡ 0 mod p.
Rozwa»amy liczby {a · 0, a · 1, . . . , a · (p − 1)}.
Chcemy pokaza¢, »e one daj¡ ró»ne reszty
mod p. Wi¦c mno»ymy je wszystkie przez a−1

mod p. Otrzymujemy liczby {0, 1, 2, . . . , p − 1}
które daj¡ ró»ne reszty. A wi¦c i oryginalne liczby
dawaªy ró»ne reszty.

To jest TYLKO intuicyjne porównanie!!

Wiemy, »e a 6= 0.
Rozwa»amy liczby {a · 0, a · 1, . . . , a · (p − 1)}.
Chcemy pokaza¢, »e s¡ one parami ró»ne. Wi¦c
mno»ymy je wszystkie przez a−1. Otrzymujemy
liczby {0, 1, 2, . . . , p − 1} które s¡ ró»ne. A wi¦c
i oryginalne liczby byªy ró»ne.

Zadanie 1

Je»eli p > 3 jest liczb¡ pierwsz¡ to p
∣∣2p−2 + 3p−2 + 6p−2 − 1.

DLACZEGO jest potrzebne zaªo»enie p > 3?

Zadanie 2

Je»eli p > 5 jest pierwsze, to p
∣∣2p−2 + 5p−2 − 7 · 10p−2.

Zadanie 3

Uzasadnij, »e je±li p > 2 jest pierwsze, to p
∣∣2p−2 + (p− 2)p−2.

Uzasadnij, »e je±li p > 40 jest pierwsze, to p
∣∣2p−40 + (p− 2)p−40.

1.2 Praktyka � niesko«czone schodzenie lub minimalne rozwi¡zanie.

Zadanie 4

Znajd¹ wszystkie rozwi¡zania równania 8x4 + 4y4 + 2z4 = t4 w liczbach caªkowitych nieujemnych.

Zadanie 5

Znajd¹ wszystkie rozwi¡zania równania x2 + y2 + z2 + u2 = 2xyzu w liczbach N+.



Zadanie 6

Udowodnij, »e 7 nie da si¦ przedstawi¢ w postaci sumy trzech kwadratów liczb wymiernych dodatnich.

Zadanie 7

Udowodnij, »e liczba postaci 4n(8k − 1), gdzie k, n ∈ N+ nie mo»e by¢ przedstawiona jako suma 1, 2 lub
3 kwadratów liczb naturalnych dodatnich.

Zadanie 8

Udowodni¢, »e dla dowolnych dodatnich liczb caªkowitych x1, · · · , x2011, y1, · · · , y2011 iloczyn

(2x2
1 + 3y21) · (2x2

2 + 3y22) · · · · · (2x2
2011 + 3y22011)

nie jest kwadratem liczby caªkowitej.

Zadanie 9

Ci¡g a1, ..., an (ai ∈ N+) zamieniamy na ci¡g postaci

a1 + a2
2

,
a2 + a3

2
, · · · , an−1 + an

2
,
an + a1

2
,

ten ci¡g zmieniamy analogicznie itd. Udowodnij, »e po pewnej liczbie takich operacji albo otrzymany ci¡g
b¦dzie staªy, albo b¦dzie on zawiera¢ wyrazy niecaªkowite.


