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1.1 Ogodlnorozwojowa teoria

Oznaczmy przez Z,, zbior reszt mod n, ktéry mozna uznawac za {0,1,2,...,n — 1}.
Poréwnanie Q i Z,,, gdzie jest p pierwsza. Ponizej z,y € Q,a,b € Z.

Q Ly

jezelia-b =0 modp toa =0 mod p lub
b=0 mod p

jezeliz-y=0,tox=0luby =0

jezeli a #0 mod p, to istnieje b € Z takie, ze
a-b=1 mod p. Mozemy to b oznaczaé¢ “a~!
mod p”

jezeli x # 0, to istnieje 271 € Q takie, ze
z-x7 =1

at+bt=(a+b)-(ab)™! mod p i ogdlnie
wszystko jest dobrze, tylko trzeba pamietag,
ze nie istnieje nic takiego jak p~!' mod p albo
(2p)~ mod p.

7 +y7! = (z+y)-(zy) ! i ogolnie wszystkie
dziatania zachowuja sie tak, jak wiemy

Dlaczego ten punkt widzenia oplaca sie?

Przyklad 1.1. Udowodnij, ze jezeli p jest pierwsza, a a € Z niepodzielna przez p, to {a-0,a-1,...,a-
(p—1)} dajq rézne reszty z dzielenia przez p.

Rozwigzanze.

Wiemy, ze a Z0 mod p.
Rozwazamy liczby {a - 0,a - 1,...,a - (p — 1)}.
Chcemy pokaza¢, ze one daja rézne reszty

mod p. Wiec mnozymy je wszystkie przez a~*

To jest TYLKO intuicyjne poréwnanie!!

Wiemy, ze a # 0.

Rozwazamy liczby {a - 0,a - 1,...,a - (p — 1)}.
Chcemy pokazaé, ze s one parami rézne. Wiec

mnozymy je wszystkie przez a~!. Otrzymujemy
liczby {0,1,2,...,p — 1} ktore sa rozne. A wiec
i oryginalne liczby byly rozne.

mod p. Otrzymujemy liczby {0,1,2,...,p — 1}
ktore daja rozne reszty. A wiec i oryginalne liczby
dawaly rozne reszty.

ZADANIE 1
Jezeli p > 3 jest liczba pierwsza to p’?p’Q +3P72 4 6P72 — 1.
DLACZEGO jest potrzebne zatozenie p > 3%

ZADANIE 2
Jezeli p > 5 jest pierwsze, to p|2p*2 +5P72 —7.10P72,

ZADANIE 3
Uzasadnij, ze jesli p > 2 jest pierwsze, to p|2p’2 +(p—2)P~2.
Uzasadnij, ze jesli p > 40 jest pierwsze, to p|2p’40 + (p—2)P—49,

1.2 Praktyka — nieskoinczone schodzenie lub minimalne rozwigzanie.

ZADANIE 4
Znajdz wszystkie rozwigzania réwnania 8z + 4y* + 22* = t* w liczbach calkowitych nieujemnych.

ZADANIE 5
Znajdz wszystkie rozwigzania réwnania x? + 32 + 22 + u? = 2xyzu w liczbach N .



ZADANIE 6
Udowodnij, ze 7 nie da sie przedstawi¢ w postaci sumy trzech kwadratéw liczb wymiernych dodatnich.

ZADANIE 7
Udowodnij, 7e liczba postaci 4™ (8k — 1), gdzie k,n € N, nie moze by¢ przedstawiona jako suma 1, 2 lub
3 kwadratéw liczb naturalnych dodatnich.

ZADANIE 8
Udowodni¢, ze dla dowolnych dodatnich liczb catkowitych x1,--- ,x2011,91, " , Y2011 iloczyn

(227 + 3y3) - (225 + 3y3) - -+ - (223011 + 3Y5011)
nie jest kwadratem liczby caltkowite;j.

ZADANIE 9
Ciag ay, ..., a, (a; € N} ) zamieniamy na ciag postaci

aitaz ag+az  ap-1+t0an ant+ay
2 2 7 ’ 2 ’ 2

?

ten ciag zmieniamy analogicznie itd. Udowodnij, ze po pewnej liczbie takich operacji albo otrzymany ciag
bedzie staly, albo bedzie on zawieraé¢ wyrazy niecatkowite.



