
Kóªko 23.04 - Troch¦ zespolonych

�ci¡gawka z teorii

1. Liczba zespolona to liczba postaci
z = a+ b i

gdzie a, b rzeczywiste, a i to jednostka urojona, speªniaj¡ca i2 = −1. Liczb¦ a nazywamy cz¦±ci¡

rzeczywist¡ z i oznaczamy Re z, liczb¦ b nazywamy cz¦±ci¡ urojon¡ z i oznaczamy Im z (oznaczenia
od ang. Real and Imaginary).

2. Mówimy, »e liczba zespolona jest rzeczywista, je»eli b = 0 a czysta, albo urojona, je±li a = 0.

3. Liczby zespolone mo»emy okre±li¢ dziaªania:

(a+ b i) + (c+ d i) = (a+ c) + (b+ d) i

−(a+ b i) = −a− b i

(a+ b i)(c+ d i) = ac+ ad i +bc i +bd i2 = (ac− bd) + (ad+ bc) i

1/a+ b i =
a− b i
a2 + b2

=
a

a2 + b2
− b

a2 + b2
i

Mno»enie jest przemienne i w ogóle wszystko jest normalne :P

4. Dla z = a+ b i liczb¦
a− b i

nazywamy sprz¦»eniem z i oznaczamy z. Jest

a± b = a± b, ab = ab, 1/a = 1/a

5. Liczb¦ rzeczywist¡ (!)
√
a2 + b2 nazywamy moduªem liczby z i oznaczamy |z| (jest to odpowiednik

warto±ci bezwzgl¦dnej), liczba z ma taki sam moduª: a2 + b2 = a2 + (−b)2. Ponadto zachodzi

zz = |z|2

6. Oczywi±cie a+ b i = c+ d i wtedy i tylko wtedy, gdy a = c i b = d.

7. (Interpretacja geometryczna) Liczb¦ zespolon¡ a+ b i mo»emy uto»samia¢ z punktem pªaszczyzny
(a, b), ªatwo wtedy wida¢, »e |z| jest odlegªo±ci¡ od 0 tej liczby. Niech α b¦dzie k¡tem pomi¦dzy
osi¡ OX o prost¡ przechodz¡c¡ przez (0, 0) i (x, y). Wtedy

z = |z|(cosα+ i sinα)

Zespolone w geometrii

1. Udowodnij, »e |z| = 0⇔ z = 0.

2. Znale¹¢ wszystkie liczby zespolone z takie, »e z = z i wszystkie takie, »e z = −z.

3. Stwierdzi¢, jak¡ �gur¦ opisuje równanie |z− r| = s, dla r, s ustalonych, s rzeczywistego dodatniego.

4. Zinterpretowa¢ pomno»enie 2 liczb o module 1 wykorzystuj¡c interpretacj¦ geometryczn¡ liczb
zespolonych.
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5. * Udowodni¢, »e gdy ró»ne liczby zespolone u, v, w, z potraktowa¢ jako punkty pªaszczyzny, to
odcinki u, v i w, z s¡ równolegªe wtedy i tylko wtedy, gdy

(u− v) : (w − z) jest rzeczywiste

a prostopadªe wtedy tylko wtedy, gdy

(u− v) : (w − z) jest urojone

6. Stosuj¡c poprzednie zadanie wywie±¢ warunki na to, »e ró»ne liczby u, v, w s¡ wspóªliniowe (jako
punkty pªaszczyzny).

7. Rozªó» wielomian z poprzedniego koªa (x4 + 1) na czynniki stopnia 1, a nast¦pnie na czynniki
rzeczywiste stopnia 2.
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