Av IV zadanie domowe.

Rozwiazanie

O KOLKO ILO BIALYSTOK
NA 17 STYCZNIA

ZADANIE 1
Czworka do brydza to cztery osoby z ktérych kazda chee graé z kazdg inng z czworki.
Okazalo sie, ze w gronie 20 0s6b nie udato sie znalez¢ czworki do brydza, wobec czego Yogi, zniechecony,
powiedzial “Na pewno za to znajda sie cztery osoby, z ktoérych zadna nie chce gra¢ z zadng inng’.
Udowodnij, ze Yogi miatl racje.

Rozwigzanie.

Osoby, ktoére chca ze sobg gra¢ nazwiemy potgczonymi, osoby, ktére nie chca — niepotgczonymi. Zbior
r 0s6b parami polaczonymi nazwiemy r-klikg, a zbiér s 0s6b parami niepotaczonych nazwiemy s-antyklikq.

Niech R(r,s) bedzie najmniejsza liczba osob taka, ze w kazdym zbiorze R(r,s) osob wystapi r-klika
lub s-antyklika. Chcemy udowodnié¢, ze R(4,4) < 20.

Zauwazmy na poczatek, ze R(2,s) = s dla kazdego s > 2. Wynika to z dwoch obserwacji:

1. Jezeli mamy s — 1 0séb, z ktoérych zadne nie sg potaczone, to nie mamy 2-kliki, ani s-antykliki, wiec
R(2,8) = s.

2. Jezeli wezmiemy s oséb to albo pewne dwie z nich sa potaczone (wiec tworza 2-klike) albo wszystkie
osoby sa niepotaczone, wiec tworza s-klike. Stad R(2,s) < s.

Analogicznie dowodzimy R(s,2) = s (lub ogdlniej R(r,s) = R(s,1)).

Chcemy teraz udowodni¢, ze R(r,s) < R(r —1,s) + R(r,s — 1).

Niech R := R(r —1,s) + R(r, s — 1). Rozwazmy dowolny zbiér R 0so6b i dowolna osobe a. Chcemy
pokazac, ze istnieje w tym (dowolnie wybranym!) zbiorze r-klika lub s-antyklika, co z definicji R(r,s)
pokaze R > R(r,s), czyli R(r,s) < R(r —1,s) + R(r,s — 1).

Zaltézmy, ze « jest polaczona z d osobami. Wtedy « jest niepotaczona z R — 1 — d osobami.

Chcemy pokazaé, ze d > R(r—1,s) lub R—1—d > R(r,s—1). Zaiste, gdyby zadna z tych nieréwnosci
nie zaszla, tod < R(r —1,s) —loraz R—1—-d < R(r,s—1)—1,stad R—1=(R—1—-d)+d <
R(r—1,s) =14 R(r,s — 1) — 1 = R — 2, sprzecznosc.

Rozwazmy dwa przypadki

1. d > R(r—1,s).
Niech D oznacza zbiér osob polaczonych z «. Skoro |D| > R(r —1,s) to w D istnieje r — 1-klika lub
s-antyklika. Wobec tego w D U {«} istnieje r-klika (bo wszystkie elementy D sa potaczone z « lub
s-antyklika, co dowodzi naszej tezy.

2. R-1—-d>R(r,s —1).
Niech N'D oznacza zbiér os6b niepolaczonych z «, wtedy w ND istnieje r-klika lub s — 1-antyklika,
wiec w {a} UND istnieje r-klika lub s-antyklika.

Teraz oszacowujemy:

R(3,3) < R(3,2)+ R(2,3) =6 R(4,3) < R(4,2) + R(3,3) = 10
R(3,4) < R(2,4) + R(3,3) =10 R(4,4) < R(4,3) + R(3,4) = 20.

Liczby R(r,s) nazywajg sie liczbami Ramseya. Doktadna wartosé R(4,4) to 18.



