Olomiany

1.1

Teoria.

Jezeli nie powiedziano inaczej “wielomian” znaczy “wielomian o wspoétczynnikach rzeczywistych.”

1.

1.2

Definicja Stopniem wielomianu W (x) = ag + a1 - ¢ + ... + a,, - 2" (gdzie a,, # 0) nazywamy n i
oznaczamy to deg W (x) = n. Przyjmujemy, ze stopieri wielomianu W(x) = 0 wynosi —oo.

Przy takich konwencjach zachodzi
deg(U - V) =degV +degU oraz deg(U 4+ V) < max(deg U, deg V).

Mowimy, Ze deg zadaje gradacje.

. Twierdzenie (Interpolacja Lagrange’a) Niech x1, 22, ..., %, Tnt1 € R bedg parami rézne oraz

niech y1, ..., Yyn+1 bedq rzeczywiste. Witedy wsrdéd wielomiandw stopnia n (o jeden mniej niz punktdw!)
lub mniejszego istnieje doktadnie jeden wielomian W (x) spetniajocy W(x;) = y; dlai =1,2,...,n+1.

. Twierdzenie (Bezout) Dla kazdego ¢ i kazdego wielomianu W (x) zachodzi W (x) = (x—xo)P(x)+

W(xzo), gdzie P(x) jest wielomianem, kidry jest rozny dla réZnych xo. Ponadto jezeli W (z) miato
wspdtezynniki catkowite i xq jest catkowite, to P(x) ma wspotezynniki catkowite.

. Warto pamietaé, ze wielomian to jednoczesnie funkcja i ze obie te rzeczy wyznaczaja sie wzajemnie.
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. Twierdzenie (Zasadnicze twierdzenie algebry, w rzeczywistych) Kazdy wielomian W o wspdt-

czynnikach rzeczywistych mozna roztozZyé na iloczyn wielomiandw stopnia co najwyzej drugiego.

Twierdzenie (Zasadnicze twierdzenie algebry, zespolone) Kazdy wielomian W o wspdtczyn-
nikach zespolonych mozna roztozyé na iloczyn wielomiandw liniowych o wspotczynnikach zespolo-
nych.

Twierdzenie (wzory Viéte’a) Niech x1,xo,...,x, bedg pierwiastkami wielomianu
W(z) = apnz™ + an_12" " + ...+ a1z + ag, a, #0

o wspdtczynnikach zespolonych (w szczegdlnosci takze rzeczywistych). Wowczas prawdziwe sq wzory:

—Qp—
$1+x2+...+mn_1+xn:#

an—2
Qn

1T+ ...+ 21Ty + X223+ ... +T2Tp + ... +Tp_12y, =
— (—1)* %0
1o ... Ty = (—1) ™

Poniewaz na olimpiadzie brak liczb zespolonych, wzoréw Viéte’a uzywa sie, jezeli w zadaniu jest
wprost powiedziane, ze wielomian (stopnia n) ma n pierwiastkow (rzeczywistych).

. Twierdzenie (O wielomianach symetrycznych) Jezeli wielomian W, byé moze wielu zmien-

nych x1,...,x,, jest symetryczny, to jest on sumq iloczynéw wielomiandw 1,71 + 2 + ... Ty, 23 +
P34+t a4 2



1.3

1.
2.

Zadanka.
Wyznaczyé a, b tak, aby wielomian x* + 23 + 222 4 ax + b byl kwadratem innego wielomianu.

Wypisz explicite tj. jawnie rozklad wielomianu z* + 1 na wielomiany drugiego stopnia, wynikajacy
z zasadniczego twierdzenia algebry.

Wyznacz wszystkie liczby rzeczywiste a, b, dla ktorych wielomiany f(z) = 2° +ax® + 2% +11 g(z) =
2% + az? + x + b maja wspélny pierwiastek (wypisa¢ réwnanie na a w zaleznosci od b).

Wielomian P nie jest staly, a Q, R sa takie, ze Q(P(z)) = R(P(z))) dla wszystkich x. Uzasadnic¢,
ze Q = R.

Zadania.

. Czy twierdzenie interpolacyjne Lagrange’a pozostanie prawdziwe, jezeli zamienimy w “wielomian”

na “wielomian o wspotczynnikach catkowitych” oraz zatozymy, ze liczby x;,y; sa catkowite?

. Czy zasadnicze twierdzenie algebry pozostanie w mocy, jezeli zamiast “wielomian” wstawi¢ w nim

“wielomian o wspoélczynnikach catkowitych’?

Wielomian o wspélczynnikach rzeczywistych o™ + a,_32" 2 + ... + ag ma n pierwiastkéw rzeczy-
wistych. Oblicz jego wspélczynniki.

Wielomian P(x) stopnia n, o wspolczynnikach rzeczywistych, dla dowolnej liczby k = 0,1,...,n

spetnia rownosé P(k) = 5. Obliczy¢ P(n+1).

Czy zatozenie, ze wielomian P jest stopnia n jest potrzebne?

Dana jest liczba naturalna k > 2 oraz liczby catkowite aq,...,a, speiniajace warunki
a1+ a2t +az3* +...a,nt=0dlai=1,2,...,k—1.

Dowiesé, ze liczba ay + a22* + ... + a,n* jest podzielna przez k!.

Wielomiany o wspoélczynnikach catkowitych

. Niech P(x) bedzie wielomianem o wspétczynnikach catkowitych. Wykazac, ze jezeli dla co najmniej

6 roznych liczb catkowitych przyjmuje on wartos$¢ 2007, to P(x) nie ma pierwiastkow catkowitych.

Czy istnieje wielomian o wspoélczynnikach catkowitych stopnia wiekszego niz 1 majacy wszystkie
wartosci (dla argumentow catkowitych) bedace liczbami ztozonymi (czyli liczbami catkowitymi do-
datnimi, nie bedacymi pierwszymi i nie bedacymi jedynka)?

Czy istnieje wielomian o wspoétczynnikach catkowitych stopnia wiekszego niz 1 majacy wszystkie
wartosci (dla argumentow catkowitych) bedace liczbami pierwszymi?

Zady

. Udowodnié¢, ze kazdy wielomian jest suma trzecich poteg wielomiandw.

Niech F,G, H beda wielomianami stopnia co najwyzej 2n + 1 o wspoétczynnikach rzeczywistych,
takimi, ze

(a) dla wszystkich = € R jest F(x) < G(z) < H(z),

(b) istnieja takie parami rozne x1, ..., Tn, ze F(z;) = H(z;) dlai=1,2,...,n,

(c) istnieje takie xg rézne od 1, ..., Ty, ze F(xg) + H(xo) = 2G(x).

Udowodni¢, ze 2G(x) = F(z) + H(x).



3. Dane s takie niezerowe liczby caltkowite a,b,c, ze a + b + ¢ = 0. Wykazaé, ze dla kazdej liczby
catkowitej dodatniej n prawdziwa jest podzielno§é

2 2 2
a2+b2+02an+l+bn+l+cn+1.

4. W tym zadaniu “wielomian” oznacza wielomian o wspétczynnikach catkowitych.
Mozemy zdefiniowaé relacje mod dla wielomiandéw przez P = @ mod R wtedy i tylko wtedy, gdy
R|P — @, innymi stowy

P-Qe {K : R’K — wielomian } .
Relacja ta ma podobne wlasnosci jak dla liczb catkowitych. Zdefiniujmy teraz relacje P = @
mod (Ry, Ry) przez P — Q € {Kl R+ K> - RQ‘K17K2 — wielomiany }

Udowodnié¢, ze warto§¢ wielomianu P, o wspélczynnikach catkowitych, jest podzielna przez liczbe
pierwsza p dla kazdego argumentu catkowitego wtedy i tylko wtedy, gdy P =0 mod p,zP — z.



