Kotko 13.10 - wielomiany, bardziej caltkowite

Teoria.

1. Definicja 0.1 Stopniem wielomianu W(x) =ag+ay -x + ... + a, - 2" (gdzie a,, # 0) nazywamy n
i oznaczamy to deg W (x) = n. Przyjmujemy, ze stopien wielomianu W (x) = 0 wynosi —oo.

2. Twierdzenie 0.2 Niech x1,xa, ..., Ty, Tpy1 bedg parami rézne oraz niech y, ..., yn11 bedq rzeczy-
wiste. Wtedy wsrdd wielomiandw stopnia n lub mniejszego istnieje doktadnie jeden wielomian W (x)
spetniajacy W(z;) =y; dlai =1,2,...,n+ 1.

Dowéd:
Na poczatek zauwazmy, ze wielomian

(r—z2)(x —x3) ... (T — Tpt1) (x—z1)(x—23)... (T — Tpy1)
(1 — @) (z1 — 23) ... (T1 — Tpt1) (o —x1)(zg — x3) ... (T2 — Tpt1)

W(zx) ==y + ...
(x—z1)(x —22) ... (T — )

oyl — 1) (Tng1 — Z2) -« (Tnt1 — Zn)

spelnia warunki twierdzenia (nazywany jest on wielomianem interpolacyjnym Lagrange’a).

Zalozmy teraz, ze istnieja 2 wielomiany W (z), V(x) spelniajace warunki zadania. Niech

+yn+1 (

P(z) :=W(z)—V(x)
Chcemy udowodni¢, ze P(x) = 0. Zachodzi
Plz;)=0dlai=1,2,....,n+1
wiec, z tw. Bezout, mamy
Plz)=Qx)(x —x1)(x — z2) ... (T — Tpt1)

ale wielomian P(z) ma stopien co najwyzej n, a wielomian (z —x1)(z—22) ... (€ — Tp41) ma stopien
n+ 1, wiec Q(z) =0, a stad wynika P(x) = 0, co koriczy dowdd.

3. Twierdzenie 0.3 Jezeli W(x) ma wspdtczynniki catkowite i a,b sq catkowite (a # b), to a —
bW (a) — W (D).

4. Twierdzenie 0.4 (Bezout) Dla kazdego xo i kazdego wielomianu W (x) zachodzi W (z) = (x —
xo)P(x) + W(xp), gdzie P(x) jest wielomianem, ktory jest rézny dla rézZnych xy. Ponadto jezeli
W () miato wspotczynniki catkowite i xo jest catkowite, to P(x) ma wspétczynniki catkowite.

5. 0.5 Wzory Viete chwilowo nie bedg nam potrzebne, wiec ich nie podaje :)

Zadania.

1. Wielomian P(z) o wspélczynnikach catkowitych spetnia 9|1 (223) i 223|W(9). Jaka jest reszta z
dzielenia W(232) przez 20077 (zrodto - Staszic)
Rozwiazanie:
Jest (patrz teoria)

232 — 223|W(232) — W (223) oraz 9|W (223) stad 9|W(232) — W (223) + W (223) = W (232)

232 — 9|W(232) — W (9) oraz 9223|W (9) stad 223|W (232) — W (9) + W(9) = W (232)

Skoro 232,9 sa wzglednie pierwsze i 2007 = 223 - 9, to stad juz wynika, ze 2007|1W(232), a wiec
W (232) daje reszte 0.



2. Wykaz, ze dla dowolnego wielomianu W (z) majacego pierwiastek xg mozna znalez¢ takie ¢, ze dla
kazdego k jest 2F|W (2F — ¢).
Rozwiazanie:
Mamy dla dowolnej liczby naturalnej n:

n|W(n+ xzo) — W(xzo) = W(n + )

W szczegolnosci jezeli wezmiemy ¢ := —xg, to n|W(n — ¢), a stad w jeszcze wiekszej szczegdlnosci
28w (2 — ¢).

3. Czy istnieje wielomian o wspoélczynnikach catkowitych stopnia wiekszego niz 1 majacy wszystkie
wartosci (dla argumentéw catkowitych) bedace liczbami ztozonymi (czyli liczbami catkowitymi do-
datnimi, nie bedacymi pierwszymi i nie bedacymi jedynka)? (Zrédlo - Staszic)

Rozwigzanie:
Tak, przykladem takiego wielomianu jest wielomian 4(z2 + 1).

4. Czy istnieje wielomian o wspolczynnikach catkowitych stopnia wiekszego niz 1 majacy wszystkie
wartosci (dla argumentow catkowitych) bedace liczbami pierwszymi? (zrodio - Staszic)
Rozwiazanie:

Udowodnimy, ze taki wielomian nie istnieje.
Zatozmy, ze wielomian W (x) spelnia wlasnos¢ z tresci zadania. Niech p = W (0).

Mamy kp|W (kp) — W(0) dla wszystkich k € Z

wiec p|W (kp) dla wszystkich k € Z

Ale W (kp) jest liczba pierwsza, wiec jezeli jest ona podzielna przez p > 1, to jest rowna p:
W (kp) = p dla wszystkich k € Z

Wielomian W (z) przyjmuje w nieskoriczenie wielu punktach taka wartos¢ jak V(xz) = p, wiec
wielomiany te sa réwne.

Bardziej formalnie: zal6zmy, ze n = deg W. Wielomian W (x) jest jedynym wielomianem stopnia <
n, ktory przyjmuje warto$¢ p w punktach 0,p, 2p, ..., np. Ale V(z) = p tez jest takim wielomianem,
wiec W(z) =V(z) = p.

Wielomian W jest wiec staly, co przeczy zalozeniom zadania.

Odpowiedz: Taki wielomian nie istnieje.

5. Niech P(z) bedzie wielomianem o wspoéltczynnikach catkowitych. Wykazac, ze jezeli dla co najmniej
6 roznych liczb catkowitych przyjmuje on wartosé 2007, to P(x) nie ma pierwiastkéw catkowitych.
(zrodlo - Staszic)

Rozwiazanie:
Rozwazmy wielomian
Q(z) = P(x) — 2007

Wielomian @(x) ma, zgodnie z zalozeniami zadania, przynajmniej 6 réznych pierwiastkow x1, xo, ..., xg,
chcemy za$ udowodnié, ze nie przyjmuje on wartosci 2007.
Zgodnie z tw Bezout, jest

Q) = (z = z1)(z — w2)(x — x3) (2 — 24) (2 — 5) (2 — z6) R(z)

gdzie R(x) ma wspolczynniki catkowite.
Rozklad na czynniki pierwsze 2007 to 32 - 223. Zalozmy, ze dla pewnego X jest Q(X) = 2007.
Wtedy

(X — xl)(X — xg)(X — .Z'g)(X — .Z'4)(X — .T5)(X — $6)|2007

Co najwyzej 1 z tych czynnikéw moze sie dzieli¢ przez 223 i co najwyzej 2 moga sie dzieli¢ przez
3. Az 3 czynniki musza wiec by¢ rowne +1, co jest niemozliwe, gdyz czynniki sa parami rozne.
Sprzecznosc.



6. Wielomian P(z), stopnia co najwyzej n > 2, o wspoOlczynnikach rzeczywistych dla dowolnej liczby
k=0,1,...,n spelia rownos¢ P(k) = kiﬂ Obliczy¢ P(n+1). (4rédto - Zwardon)
Rozwiazanie:
Niech Q(z) = P(z) - (x + 1) — . Z zalozen zadania wynika, ze deg Q < n + 1 oraz, ze

Qk)=0dlak=0,1,2,...,n

Jest wiec, z tw Bezout
Qz)=z(xz—-1)(z—2)...(x —n)R(z)

poniewaz n+1 =deg z(x—1)(z—2)...(x—n) > deg @, to R(z) jest wielomianem stalym. Ponadto
Q(—1)=P(-1)-0—(—1) =1, a stad obliczam

_ (_1>n+1

R(z) = (n+1)!
= (_1)n+1 — - r—n
Q) = e = D=2 =)

Pozostaje policzyé¢
Q(n+1) = (1"
Pin+1)-(n+1) —n=(-1)"*"
n+ (—1)"*t

Pln+1)= i

7. Niech P(x) i Q(z) beda wielomianami n-tego stopnia i niech z1, ..., 241 beda parami rézne. Do-
wiesé, ze jesli P(z;) = Q(a;) dlai =1,2,...,n+ 1, to P(z) = Q(z) (sa one identyczne). (Zrédlo -
dowod 2.)

Rozwiazanie:
Dowdéd powyzej (w teorii).

8. (*) Niech F, G, H beda wielomianami stopnia co najwyzej 2n + 1 o wspotczynnikach rzeczywistych,
takimi, ze
(a) dla wszystkich = € R jest F(x) < G(z) < H(z),
(b) istnieja takie parami rézne x1, ..., T,, ze F(xz;) = H(z;) dlai=1,2,...,n,
(c) istnieje takie g rozne od 1, ..., zy, 76 F(xg) + H(xo) = 2G(x).

Udowodni¢, ze 2G(x) = F(z) + H(x). (7r6dto - BW)

Rozwiazanie:

Definicja 0.6 Jezeli W (z) jest podzielne przez (x — a)¥, ale nie jest podzielne przez (v — a)**+1, to
mowimy, ze a jest k-krotnym pierwiastkiem W (x).

Lemat 0.7 Jezeli W (z) jest stale nieujemny, to wszystkie jego pierwiastki sq parzystej krotnosci.

Dowd6d lematu: Korzysta z pojecia cigglosci funkeji wielomianowe;j.
Rozwiazanie:
Rozwazmy wielomiany

sg one stale dodatnie, ponadto w punktach x1,zo, ..., z, przyjmuja wartosé¢ 0, wiec z tw. Bezout i
z lematu wynika:
Wi(z) = (z —x1)%(x —22)?... (x — 2,)°R(x)

wielomian R(x) jest stopnia co najwyzej (2n+1) —2-n = 1. Ale gdyby R bylo stopnia 1, to W (x)
mialby pierwiastek nieparzystej krotnosci, co jest niemozliwe. A wiec R(x) jest stala i W(x) ma
postac

W(z) = a(x —21)*(x —22)*. .. (x — 2,)?



Analogicznie

V(z) =Bz —z1)*(x —29)? ... (x — )2

ponadto W(xzo) = V(xo) # 0, a wiec a« = 81 W(x) =V (z), czyli

H(z) — G(z) = G(x) — F(x) a wiec 2G(z) =



