
Kóªko 13.10 - wielomiany, bardziej caªkowite

Teoria.

1. De�nicja 0.1 Stopniem wielomianu W (x) = a0 + a1 · x+ ...+ an · xn (gdzie an 6= 0) nazywamy n
i oznaczamy to degW (x) = n. Przyjmujemy, »e stopie« wielomianu W (x) = 0 wynosi −∞.

2. Twierdzenie 0.2 Niech x1, x2, ..., xn, xn+1 b¦d¡ parami ró»ne oraz niech y1, ..., yn+1 b¦d¡ rzeczy-
wiste. Wtedy w±ród wielomianów stopnia n lub mniejszego istnieje dokªadnie jeden wielomian W (x)
speªniaj¡cy W (xi) = yi dla i = 1, 2, ..., n+ 1.

Dowód:
Na pocz¡tek zauwa»my, »e wielomian

W (x) := y1
(x− x2)(x− x3) . . . (x− xn+1)

(x1 − x2)(x1 − x3) . . . (x1 − xn+1)
+ y2

(x− x1)(x− x3) . . . (x− xn+1)
(x2 − x1)(x2 − x3) . . . (x2 − xn+1)

+ . . .

+yn+1
(x− x1)(x− x2) . . . (x− xn)

(xn+1 − x1)(xn+1 − x2) . . . (xn+1 − xn)

speªnia warunki twierdzenia (nazywany jest on wielomianem interpolacyjnym Lagrange'a).
Zaªó»my teraz, »e istniej¡ 2 wielomiany W (x), V (x) speªniaj¡ce warunki zadania. Niech

P (x) := W (x)− V (x)

Chcemy udowodni¢, »e P (x) ≡ 0. Zachodzi

P (xi) = 0 dla i = 1, 2, . . . , n+ 1

wi¦c, z tw. Bezout, mamy

P (x) = Q(x)(x− x1)(x− x2) . . . (x− xn+1)

ale wielomian P (x) ma stopie« co najwy»ej n, a wielomian (x−x1)(x−x2) . . . (x−xn+1) ma stopie«
n+ 1, wi¦c Q(x) ≡ 0, a st¡d wynika P (x) ≡ 0, co ko«czy dowód.

3. Twierdzenie 0.3 Je»eli W (x) ma wspóªczynniki caªkowite i a, b s¡ caªkowite (a 6= b), to a −
b|W (a)−W (b).

4. Twierdzenie 0.4 (Bezout) Dla ka»dego x0 i ka»dego wielomianu W (x) zachodzi W (x) = (x −
x0)P (x) +W (x0), gdzie P (x) jest wielomianem, który jest ró»ny dla ró»nych x0. Ponadto je»eli
W (x) miaªo wspóªczynniki caªkowite i x0 jest caªkowite, to P (x) ma wspóªczynniki caªkowite.

5. 0.5 Wzory Viete chwilowo nie b¦d¡ nam potrzebne, wi¦c ich nie podaj¦ :)

Zadania.

1. Wielomian P (x) o wspóªczynnikach caªkowitych speªnia 9|W (223) i 223|W (9). Jaka jest reszta z
dzielenia W (232) przez 2007? (¹ródªo - Staszic)
Rozwi¡zanie:
Jest (patrz teoria)

232− 223|W (232)−W (223) oraz 9|W (223) st¡d 9|W (232)−W (223) +W (223) = W (232)

232− 9|W (232)−W (9) oraz 9223|W (9) st¡d 223|W (232)−W (9) +W (9) = W (232)

Skoro 232, 9 s¡ wzgl¦dnie pierwsze i 2007 = 223 · 9, to st¡d ju» wynika, »e 2007|W (232), a wi¦c
W (232) daje reszt¦ 0.
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2. Wyka», »e dla dowolnego wielomianu W (x) maj¡cego pierwiastek x0 mo»na znale¹¢ takie c, »e dla
ka»dego k jest 2k|W (2k − c).
Rozwi¡zanie:
Mamy dla dowolnej liczby naturalnej n:

n|W (n+ x0)−W (x0) = W (n+ x0)

W szczególno±ci je»eli we¹miemy c := −x0, to n|W (n− c), a st¡d w jeszcze wi¦kszej szczególno±ci
2k|W (2k − c).

3. Czy istnieje wielomian o wspóªczynnikach caªkowitych stopnia wi¦kszego ni» 1 maj¡cy wszystkie
warto±ci (dla argumentów caªkowitych) b¦d¡ce liczbami zªo»onymi (czyli liczbami caªkowitymi do-
datnimi, nie b¦d¡cymi pierwszymi i nie b¦d¡cymi jedynk¡)? (¹ródªo - Staszic)
Rozwi¡zanie:
Tak, przykªadem takiego wielomianu jest wielomian 4(x2 + 1).

4. Czy istnieje wielomian o wspóªczynnikach caªkowitych stopnia wi¦kszego ni» 1 maj¡cy wszystkie
warto±ci (dla argumentów caªkowitych) b¦d¡ce liczbami pierwszymi? (¹ródªo - Staszic)
Rozwi¡zanie:
Udowodnimy, »e taki wielomian nie istnieje.
Zaªó»my, »e wielomian W (x) speªnia wªasno±¢ z tre±ci zadania. Niech p = W (0).

Mamy kp|W (kp)−W (0) dla wszystkich k ∈ Z

wi¦c p|W (kp) dla wszystkich k ∈ Z

Ale W (kp) jest liczb¡ pierwsz¡, wi¦c je»eli jest ona podzielna przez p > 1, to jest równa p:

W (kp) = p dla wszystkich k ∈ Z

Wielomian W (x) przyjmuje w niesko«czenie wielu punktach tak¡ warto±¢ jak V (x) = p, wi¦c
wielomiany te s¡ równe.
Bardziej formalnie: zaªó»my, »e n = degW . Wielomian W (x) jest jedynym wielomianem stopnia ≤
n, który przyjmuje warto±¢ p w punktach 0, p, 2p, . . . , np. Ale V (x) = p te» jest takim wielomianem,
wi¦c W (x) = V (x) = p.
Wielomian W jest wi¦c staªy, co przeczy zaªo»eniom zadania.
Odpowied¹: Taki wielomian nie istnieje.

5. Niech P (x) b¦dzie wielomianem o wspóªczynnikach caªkowitych. Wykaza¢, »e je»eli dla co najmniej
6 ró»nych liczb caªkowitych przyjmuje on warto±¢ 2007, to P (x) nie ma pierwiastków caªkowitych.
(¹ródªo - Staszic)
Rozwi¡zanie:
Rozwa»my wielomian

Q(x) = P (x)− 2007

WielomianQ(x) ma, zgodnie z zaªo»eniami zadania, przynajmniej 6 ró»nych pierwiastków x1, x2, . . . , x6,
chcemy za± udowodni¢, »e nie przyjmuje on warto±ci 2007.
Zgodnie z tw Bezout, jest

Q(x) = (x− x1)(x− x2)(x− x3)(x− x4)(x− x5)(x− x6)R(x)

gdzie R(x) ma wspóªczynniki caªkowite.
Rozkªad na czynniki pierwsze 2007 to 32 · 223. Zaªó»my, »e dla pewnego X jest Q(X) = 2007.
Wtedy

(X − x1)(X − x2)(X − x3)(X − x4)(X − x5)(X − x6)|2007

Co najwy»ej 1 z tych czynników mo»e si¦ dzieli¢ przez 223 i co najwy»ej 2 mog¡ si¦ dzieli¢ przez
3. A» 3 czynniki musz¡ wi¦c by¢ równe ±1, co jest niemo»liwe, gdy» czynniki s¡ parami ró»ne.
Sprzeczno±¢.
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6. Wielomian P (x), stopnia co najwy»ej n > 2, o wspóªczynnikach rzeczywistych dla dowolnej liczby
k = 0, 1, ..., n speªnia równo±¢ P (k) = k

k+1 . Obliczy¢ P (n+ 1). (¹ródªo - Zwardo«)
Rozwi¡zanie:
Niech Q(x) = P (x) · (x+ 1)− x. Z zaªo»e« zadania wynika, »e degQ ≤ n+ 1 oraz, »e

Q(k) = 0 dla k = 0, 1, 2, . . . , n

Jest wi¦c, z tw Bezout
Q(x) = x(x− 1)(x− 2) . . . (x− n)R(x)

poniewa» n+1 = deg x(x−1)(x−2) . . . (x−n) ≥ degQ, to R(x) jest wielomianem staªym. Ponadto
Q(−1) = P (−1) · 0− (−1) = 1, a st¡d obliczam

R(x) =
(−1)n+1

(n+ 1)!

Q(x) =
(−1)n+1

(n+ 1)!
x(x− 1)(x− 2) . . . (x− n)

Pozostaje policzy¢
Q(n+ 1) = (−1)n+1

P (n+ 1) · (n+ 1)− n = (−1)n+1

P (n+ 1) =
n+ (−1)n+1

n+ 1

7. Niech P (x) i Q(x) b¦d¡ wielomianami n-tego stopnia i niech x1, ..., xn+1 b¦d¡ parami ró»ne. Do-
wie±¢, »e je±li P (xi) = Q(xi) dla i = 1, 2, ..., n + 1, to P (x) ≡ Q(x) (s¡ one identyczne). (¹ródªo -
dowód 2.)
Rozwi¡zanie:
Dowód powy»ej (w teorii).

8. (*) Niech F,G,H b¦d¡ wielomianami stopnia co najwy»ej 2n+1 o wspóªczynnikach rzeczywistych,
takimi, »e

(a) dla wszystkich x ∈ R jest F (x) ≤ G(x) ≤ H(x),

(b) istniej¡ takie parami ró»ne x1, ..., xn, »e F (xi) = H(xi) dla i = 1, 2, ..., n,

(c) istnieje takie x0 ró»ne od x1, ..., xn, »e F (x0) +H(x0) = 2G(x0).

Udowodni¢, »e 2G(x) ≡ F (x) +H(x). (¹ródªo - BW)
Rozwi¡zanie:

De�nicja 0.6 Je»eli W (x) jest podzielne przez (x− a)k, ale nie jest podzielne przez (x− a)k+1, to
mówimy, »e a jest k-krotnym pierwiastkiem W (x).

Lemat 0.7 Je»eli W (x) jest stale nieujemny, to wszystkie jego pierwiastki s¡ parzystej krotno±ci.

Dowód lematu: Korzysta z poj¦cia ci¡gªo±ci funkcji wielomianowej.
Rozwi¡zanie:
Rozwa»my wielomiany

W (x) := H(x)−G(x), V (x) := G(x)− F (x)

s¡ one stale dodatnie, ponadto w punktach x1, x2, . . . , xn przyjmuj¡ warto±¢ 0, wi¦c z tw. Bezout i
z lematu wynika:

W (x) = (x− x1)2(x− x2)2 . . . (x− xn)2R(x)

wielomian R(x) jest stopnia co najwy»ej (2n+ 1)− 2 ·n = 1. Ale gdyby R byªo stopnia 1, to W (x)
miaªby pierwiastek nieparzystej krotno±ci, co jest niemo»liwe. A wi¦c R(x) jest staª¡ i W (x) ma
posta¢

W (x) = α(x− x1)2(x− x2)2 . . . (x− xn)2
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Analogicznie
V (x) = β(x− x1)2(x− x2)2 . . . (x− xn)2

ponadto W (x0) = V (x0) 6= 0, a wi¦c α = β i W (x) ≡ V (x), czyli

H(x)−G(x) ≡ G(x)− F (x) a wi¦c 2G(x) ≡ F (x) +H(x)
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