Kotko 13.10 - wielomiany, bardziej caltkowite

Teoria.

1.

5.

Definicja 0.1 Stopniem wielomianu W (z) = ap+ay -z + ... + a, - 2" (gdzie a,, # 0) nazywamy n
i oznaczamy to deg W (x) = n. Przyjmujemy, ze stopieni wielomianu W (x) = 0 wynosi —oo.

. Twierdzenie 0.2 Niech x1,%2, ..., Ty, Tnt1 bedqg parami rézne oraz niech yi, ..., yn+1 bedq rzeczy-

wiste. Wtedy wsréd wielomiandw stopnia n lub mniejszego istnieje doktadnie jeden wielomian W (x)
spetniajgcy W(x;) =y; dlai=1,2,...,n+ 1.

Twierdzenie 0.3 Jezeli W (x) ma wspdtczynniki catkowite i a,b sq catkowite (a # b), to a —
bW (a) — W (D).

Twierdzenie 0.4 (Bezout) Dla kazdego o i kazdego wielomianu W (z) zachodzi W(x) = (z —
xo)P(x) + W(xo), gdzie P(x) jest wielomianem, ktory jest rézny dla réznych xy. Ponadto jezeli
W (x) miato wspotczynniki catkowite i xo jest catkowite, to P(x) ma wspdtczynniki catkowite.

0.5 Wzory Viete chwilowo nie bedg nam potrzebne, wiec ich nie podaje :)

Zadania.

1.

Wielomian P(z) o wspolezynnikach catkowitych spetnia 9|1W(223) i 223|W(9). Jaka jest reszta z
dzielenia W (232) przez 20077 (zrodto - Staszic)

Wykaz, ze dla dowolnego wielomianu W (z) majacego pierwiastek xy mozna znalezé takie ¢, ze dla
kazdego k jest 2F|W (2% — ¢).

Czy istnieje wielomian o wspoélczynnikach catkowitych stopnia wiekszego niz 1 majacy wszystkie
wartosci (dla argumentow catkowitych) bedace liczbami ztozonymi (czyli liczbami catkowitymi do-
datnimi, nie bedacymi pierwszymi i nie bedacymi jedynka)? (Zrédlo - Staszic)

Czy istnieje wielomian o wspoétcezynnikach caltkowitych stopnia wiekszego niz 1 majacy wszystkie
wartosci (dla argumentow catkowitych) bedace liczbami pierwszymi? (zrédlo - Staszic)

Niech P(z) bedzie wielomianem o wspoétczynnikach catkowitych. Wykazac, ze jezeli dla co najmniej
6 roznych liczb catkowitych przyjmuje on wartosé 2007, to P(x) nie ma pierwiastkow calkowitych.
(zrodto - Staszic)

Wielomian P(x), stopnia co najwyzej n > 2, o wspotezynnikach rzeczywistych dla dowolnej liczby
k=0,1,...,n spelia rownos¢ P(k) = kiﬂ Obliczy¢ P(n+1). (4rédto - Zwardon)

Niech P(z) i Q(z) beda wielomianami n-tego stopnia i niech z1, ..., 2,41 beda parami ro6zne. Do-
wiesé, ze jesli P(z;) = Q(a;) dlai =1,2,...,n+ 1, to P(z) = Q(z) (sa one identyczne). (Zrédlo -
dowod 2.)

(*) Niech F, G, H beda wielomianami stopnia co najwyzej 2n + 1 o wspoéltczynnikach rzeczywistych,
takimi, ze

(a) dla wszystkich z € R jest F(x) < G(z) < H(z),

(b) istnieja takie parami rézne x1, ..., T,, ze F(z;) = H(z;) dlai=1,2,...,n,

(c) istnieje takie xg rozne od 1, ..., 2y, ze F(xg) + H(xo) = 2G(x).

Udowodni¢, ze 2G(x) = F(z) + H(z). (zr6dto - BW)



