Niezbyt formalny i niezbyt intuicyjny wstep do algebry

abstrakcyjne;j

1. Nawiasami [[|]] oznaczaé¢ bede komentarze.

2. Definicja 0.1 Grupg z [[jakims abstrakcyjnym]] dziataniem @ nazywamy zbior G spetniajgcy
warunki

(a)
(b)
(c)

(d)
(e)

Dla wszystkich a,b € G jesta®be G
Dla wszystkich a,b,c € G jest (a®b)dc=a® (bDc) [[ezyli kolejnosé nie ma znaczeniaf]

Istnieje specjalny element e € G, taki, ze a® e = e ® a = a dla wszystkich a € G [[element
neutralny dziatania @[] FElement ten jest jedyny. Element ten bede dalej oznaczaé przez Og.

Dla kazdego a € G istnieje odwrotnosé elementu a, czyli taki element b € G, Ze a®b=bPa =
Oc. [[gdzie O¢ jest tym elementem neutralnym]] . Ten element oznacze przez Sa.

Jezeli dodatkowo zachodzi dla wszystkich a,b € G rownosé a ®b = b @ a, to grupe nazywamy
przemienng [[tylko takimi sie bedziemy zajmowad]]

Pare uwag:

W grupie jest dokladnie jeden element neutralny: Niech e, f € G beda elementami neutral-
nymi. Wtedy e = ef = f [[Pierwsza rownosé z okreslenia f, druga z okreslenia e]| .

Dla kazdego elementu a € G istnieje w grupie G dokladnie jeden element odwrotny do a:
Niecha®b=b0Pa=0ciaPc=cPa=0gtoc=0gPc=bPaPc=bPd0g =b.

Elementem odwrotnym do Og jest Og. Ponadto Og @ 0g = Og.

Dalej bede dla uproszczenia pisa¢ a ©b zamiast a @ (6©b). Oczywiscie jezeli a,b € G, to &b € G,
wigc a ©b=a ® (6b) € G.

3. Przyktady grup przemiennych:

Liczby calkowite z dodawaniem - elementem neutralnym jest 0, a elementem odwrotnym do
liczby a jest —a boa+ (—a) =01 (—a) +a=0.

Liczby wymierne bez 0 z mnozeniem - elementem neutralnym jest 1, a elementem odwrotnym
do danej liczby jest %

Liczby wymierne z dodawaniem.
Liczby rzeczywiste z dodawaniem.

Zbior reszt z dzielenia przez n czyli zbior {0,1,2,--- ,n — 1} tworzy grupe ze wzgledu na ,do-
dawanie modulo n”, czyli na dziatanie a +b mod n. 0 jest elementem neutralnym, elementem
przeciwnym do a jest element n — a, gdyz a + (n —a) = n = 0 mod n. Grupe te zwykle
oznaczamy Z7.

Jezeli p jest liczba pierwsza to zbior {1,2,--- ,p — 1} z ;mnozeniem modulo p”, czyli z dzia-
taniem a - b mod p. 1 jest elementem neutralnym. Grupg te oznaczamy Z.

Aby wykazaé, ze istnieje odwrotnosé a € {1,2,--- ,p — 1} wezmy zbior liczb {0a mod p, la
mod p,2a mod p,---,(p—1)a mod p}. Latwo zauwazy¢, ze plka—la = (k—1)a tylko jesli k =
I (bo a jest wzglednie pierwsze z p) a wiec liczby {0a mod p,la mod p,2a mod p,--- ,(p—1)a
mod p} daja rozne reszty z dzielenia przez p. Skoro reszt jest p i tych liczb jest p, to ktoras
z nich musi dawaé reszte 1. Istnieje wiec takie b € {1,2,--- ,p — 1}, ze ab = 1. Liczba b jest
odwrotnoscia a.



e Liczby dodatnie, wzglednie pierwsze z n € N i mniejsze od n z dzialaniem a-b mod n. Dowo-
dzimy podobnie jak w poprzednim przyktadzie, lecz trzeba udowodni¢ tez warunek a). Ilosé
elementéw tej grupy, czyli ilosé liczb wzglednie pierwszych z n i mniejszych od n oznaczamy
przez ¢(n).

e [[tylko na wszelki wypadek]|] Liczby zespolone z dodawaniem i liczby zespolone bez 0 z mno-
zeniem.

e Liczby naturalne z dodawaniem nie sg grupa, gdyz nie istnieje np. taka liczba dodatnia n, ze
14 n =0, czyli nie istnieje odwrotnos¢ 1.

e Liczby catkowite bez 0 z mnozeniem nie s grupa - nie ma liczby catkowitej k takiej, ze 2k = 1,
czyli nie ma odwrotnodci 2.

Przyktadem grupy, ktoéra jest nie przemienna sa macierze odwracalne 2 X 2 z mnozeniem macierzy.
[[Podkreslam, takimi przykladami nie bedziemy sie zajmowad]| .

. Pytanie: po co komplikowa¢ sobie zycie, méwiac, ze ,zwykle” liczby calkowite tworza jakastam
grupe?

Chodzi o to, ze jezeli udowodnimy jakies twierdzenie dla grup, to bedziemy je mieli udowodnione dla
wszystkich grup: bedzie to jakies twierdzenie dla liczb catkowitych, inne twierdzenie dla macierzy
itd. Twierdzenia te moga wydawaé sie bardzo rézne i trudne do powiazania, jezeli nie bedziemy
moéwié o grupach.

. Definicja 0.2 Powiemy, ze H jest podgrupa G, jezeli zbior H jest zawarty w G: H C G i H jest
grupg ze wzgledu na to samo dziatanie co G.

Lemat 0.3 Do tego, zeby H C G, byto podgrupg, gdy wiemy, Ze G jest grupg, wystarczy

a,be H—a®dbceHiaceH—-Sace H

Faktycznie pierwszy i czwarty warunek definicji jest speliony z zalozenia, drugi warunek jest
spelniony dla G, a wiec tym bardziej dla H. Ponadto jezeli a € H i ©a € H, to z a,b € H —
a ® b € H otrzymuje, podstawiajac b = Sa, 0g = a + Sa € H. A wiec kazda podgrupa zawiera
element neutralny grupy i jest on elementem neutralnym podgrupy!

Ponadto jezeli G jest przemienna to i H jest przemienna.

. Pierwsze koty za ploty, czyli pierwsze twierdzenie w teorii grup.

Twierdzenie 0.4 (Twierdzenie Lagrange) Jezeli H jest podgrupg grupy G, ktéra ma skoriczenie
wiele elementow, to |H| dzieli |G|, gdzie | X| oznacza ilosé elementéw zbioru X.

Dowdd: Zdefiniujmy sobie relacje ~ pomiedzy elementami grupy G: niech a ~ b oznacza, ze
a©b e H [z definicji G dla kazdych elementow a,b € G jest a ©b € G, ale wcale nie musi by¢
a©be HY| . Relacja ~ spelnia warunki:

e a~a,gldyzaSa=0g€ H

e a~b—b~a. Jezelia©be H, to z definicji grupy ©(a ©b) € H, a ©(a©b) = bO a, czyli
bSa € H, a wiec z definicji ~ jest b ~ a.

ea~bAb~c—an~c Jezeiaobe Hiboce H,to (acb)®(boc) € H, a
(aob)®(boc)=aO¢, wiecaSce H, czylia~ c.

Relacja ~ rozbija G na pewng ilo§¢ podzbioréw, ktérych elementy pozostaja ze soba w relacji np.
Niech G bedzie grupa {0,1,2,---,7} z dodawaniem modulo 8, a H = {0,2,4,6} z tym samym
dziataniem. Wtedy H jest podgrupa G. Relacja okreslona wyzej rozbija G na 2 zbiory:

{0’ 2’ 47 6} i {1’ 37 57 7}

Wracajac do przypadku ogélnego, niech relacja ~ rozbija G na podzbiory Ay, As, -+, A, ktorych
elementy pozostaja ze soba w relacji ~.



Jezeli udowodnitbym, ze dowolny podzbiér Ay ma tyle samo elementéw co H, to z tego wynikaloby,
ze
G| = [Ax] + |[As| + -+ + |Am| = [H| + [H| + - - + |[H| = m|H|

czyli teza.
Pozostaje udowodnié, ze |A;| = |H| dla dowolnego i. Niech a € A;. Rozwazmy zbior
B = {a@hl,a@hg,a@h3~~ ,a@hk}
gdzie hy, ha, -+ , hy to wszystkie elementy H. Zauwazmy, ze zbiér B ma |H| elementow.

Zauwazmy, ze a © (a ® h;) = h; € H, czyli element a jest w relacji ~ ze wszystkimi elementami
zbioru B, a wiec B C A;, gdyz A; byl zbiorem elementéow bedacych w relacji ~ z a.
Z drugiej strony, jezelia ~bto a©b € H, czylia©b=h (gdzie h € H), czylib=aSh = a® (Oh).
Element ©h nalezy do H, a wiec b mozna zapisa¢ w postaci a @ element z H , wiec b € B. b
byto wybrane dowolnie, wiec kazdy element pozostajacy w relacji ~ z a nalezy do B! Stad wynika
A; C B a wezesniej bylo B C A; wiec B = A; i |H| = |B| = |4;|. To koriczy dowdd.

7. Zastosowania twierdzenia Lagrange’a:

(a) Niech G bedzie skoriczong grupa i a € G. Niech o(a) bedzie najmniejsza liczba dodatnia, taka,

ze

a®dad---Pda=0g

—_——

o(a)
[[Taka liczba istnieje, dowod korzysta z metody szufladkowej Dirichleta]] Mozna udowodnié, ze
{0g,a,a+a, -+ ,a®a®d---®a}topodgrupa G i podgrupa ta ma o(a) elementow [[dla k > I
—_—
o(a)—1
rownos¢ a®a®---da = ada® - ®a implikuje a @ a®d---Pa = 0g, a dla k,l < o(a)
S ———

k l k—1

rownosé ta nie moze zajs¢, wiec elementy sa roznel|] . Z twierdzenia Lagrange wynika
o(a) | G|
Wynika stad:
a@a@...@a:(a@a@...@a)@(a@a@...@a)@...@(a@a@...@a):
—_——
G| a(a) a(a) a(a)
k
Oc @0 PP 0g =0qg
k

gdzie k = % Liczbe o(a) nazywamy rzedem elementu a.

(b) Twierdzenie 0.5 (Male twierdzenie Fermata) Jezelip jest liczbg pierwszq i a jest wzgled-
nie pierwsze z p, to

pla?~t —1
Rozwazamy podzielno$¢ przez p, wiec mozna zalozy¢ a € {1,2,---,p — 1}. Wiemy, ze
{1,2,---,p — 1} tworza grupe ze wzgledu na mnozenie modulo p. Korzystam z pierwszego

wniosku: a ®a P --- P a i zamieniam abstrakcyjne & na dzialanie a - b mod p i podstawiam
N ——

|G|
|G| =p—1:
a*"'=1 modp

(c) Twierdzenie 0.6 (Twierdzenie Eulera) Jezeli a jest wzglednie pierwsze z n, to
nla®™ —1

gdzie ¢(n) to ilosé liczb wzglednie pierwszych z n i mniejszych od n.
Dowdd jest analogiczny jak wyzej dla grupy elementéw wzglednie pierwszych z n i mniejszych
od n.



8. [[Dowdd istnienia generatoral]

Twierdzenie 0.7 W grupie Z, = {1,2,--- ,p—1} z dziataniem a-b mod p istnieje element g taki,
ze
{ga92793a"'7gp_1}:{172,"'7p—1} modp

(a) Dowéd: Skoro dla dowolnego b, elementy

{OZ*)[Lb@b,... 7b@b@...@b}
p N ——— | —
a(b)—1
tworza podgrupe Z, majaca o(b) elementow, to wystarczy udowodni¢, ze istnieje element,
ktoérego rzad to p — 1.
Niech a oznacza element, ktorego rzad o(a) jest maksymalny i niech b oznacza dowolny inny
element.

(b) Udowodnie, ze
a(b)lo(a)
Jezeli o(b) fo(a) to znaczy, ze istnieje taka liczba pierwsza g, ze
o(b)=q"-r
ola) =q"-s
gdzie x >y, ¢ friq /s [[Wynika z to rozkladu na czynniki pierwsze, chwila zastanowienia
jest potrzebna, zeby to zobaczyc]| .
(c) Niech
d=a®ad® ---Da
—_—
qy
V=b@bd - @b
—_—
A :={0g,d',d ®d, - ,d Dd ®---®ad}
P N ——— | —
o(a’)—1
B :={0z:,0, 0 ®b,--- Vb D -V}
p N —— —
o(b')—-1
Jest |[A'] = o(a) = si |B| =0() =q¢* |[rzad o jest zwiazany z rzedem a, gdyz o’ jest
,wielokrotnoscia” a| .
(d) Niech z € A" i x € B'. Z twierdzenia Lagrange o(x) | |A'| = sio(x) | |B| = ¢*. Ale liczby
s,q* sa wzglednie pierwsze, wiec ich jedyny wspolny dzielnik to 1. Stad o(z) = 1, a wiec
z = 0z;. Jedynym elementem wspélnym A’ i B’ jest wigc element neutralny.

(e) Rozwazmy element a’ ®V'.
Jest
%;:a%gy@a%ay@-~@a%ey
o(a’db")

Wynika stad w szczegolnoscei, ze

Vabd - -ob=0d®dd®  -®dcA

o(a’b’) o(a’b’)

Vot e---ob eB
—_————
o(a’b’)
wiec V &V @ @b = 0z: 1 ¢° = o(V) | o(a’'V'). Analogicznie s = o(a’) | o(a'b’), a skoro
N— P

o(a’d’)
s,q" sa wzglednie pierwsze, to
sq” | o(a'b’)



Stad wynika, ze o(a) < sq” < o(a'd’), czyli rzad o'V’ jest wiekszy niz rzad a, wbrew okresleniu
a. Sprzecznosé.
Wiemy wiec, ze dla kazdego b € Z; jest

a(b)|o(a)

(f) Rozwazmy wielomiany o wspotczynnikach z Zy na ktérych wszystkie dziatania wykonywane sa
mod p. Dla takich wielomianéw dziata schemat Hornera i w zwiazku z tym dziala twierdzenie
Bezout. W szczegoélnodci, kazdy wielomian moze mieé¢ najwyzej tyle pierwiatkéw, ile wynosi
jego stopieni. [[To sie moze wyda¢ podejrzane, ale dowod jest diugi i po prostu definiuje
ponownie schemat Hornera|]

Z poprzedniej czesci wiemy, ze wielomian " — 1 gdzie n = o(a) bylo zdefiniowane wyzej, ma
jako pierwiastki wszystkie liczby z {1,2,--- ,p—1}, gdyz dla kazdego elementu b € {1,2,--- ,p—
1} jest

b @ 1= ®)Y _1=1"_-1=0 mod p

‘o I — o(a)
gdzie k = =0)

Skoro tak, to znaczy, ze stopien wielomianu z™ — 1 jest niemniejszy niz p — 1. Stopieri ten jest
rowny n = o(a), czyli o(a) > p—1. Z tw. Lagrange o(a)|p —1, wiec o(a) < p— 1. Ostatecznie
o(a) =p—11 a jest szukanym generatorem.

jest liczba caltkowita.

9. To jest 1. cze$¢ skryptu. Podkres§lam, ze skrypt ten jest niezbyt uzyteczny na poziomie szkolnym
i dlatego nie nalezy sie denerwowag, jezeli po paru przeczytaniach nadal mato sie rozumie. Jezeli
pojawia sie glosy zachety, moze by¢ stworzona 2. czes¢ skryptu o ciatach: dowdd, ze cialo ma p™
elementow, przyklady cial majacych p?, p® elementéw i inne.



