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Teoria

1. Ukªad równa« to po prostu �równanie funkcyjne� speªnione dla konkretnych liczb. Nie mo»emy
podstawia¢ dowolnych liczb, ale mo»emy i musimy przeksztaªca¢: mno»y¢ równania
przez co±, dodawa¢ i odejmowa¢ je od siebie itp. Zwykle ukªady maj¡ pewn¡ symetri¦, która
pozwala rozwi¡za¢ je sensownie.

Jak przy funkcyjnych � bardzo pomaga wcze±niejsze zgadni¦cie chocia» jednego rozwi¡zania.

2. Ukªad mo»e by¢ cykliczny tzn. nie zmienia¢ si¦ przy przesuni¦ciu cyklicznym zmiennych; wtedy
mo»na zaªo»y¢, »e która± ze zmiennych jest najwi¦ksza/najmniejsza lubma najwi¦ksz¡/najmniejsz¡
warto±¢ bezwzgl¦dn¡.

3. Ukªad mo»e by¢ symetryczny np.{
x2 + y2 + z2 = 2(xy + yz + zx)
x3 + y3 + z3 = 0

wtedy, je»eli chcemy paªowa¢, warto podzieli¢ przez jedn¡ ze zmiennych i zmieni¢ zmienne na ilorazy
(poni»ej α = x/z, β = y/z). {

α2 + β2 + 1 = 2(αβ + β + α)
α3 + β3 + 1 = 0

tutaj wida¢, »e nie opªaca si¦ paªowa¢.

4. Trzeba uwa»a¢ na dzielenie przez 0!

5. Bardzo cz¦sto trzeba du»o liczy¢ i to dokªadnie � je»eli jest 8 przypadków do rozwa»enia, to
trzeba rozwa»y¢ je jeden po drugim i to szybko (cho¢ zawsze mo»na chwilk¦ pomy±le¢ czy nie
da si¦ pro±ciej. Ale chwilk¦!).

6. W caªkowitych rozwi¡zuje si¦ metodami teorii liczb!

Zadanie 1

Znajd¹ wszystkie liczby rzeczywiste x, y, z, takie, »e
x2 + y2 + z = 2

y2 + z2 + x = 2

z2 + x2 + y = 2.

Zadanie 2

Rozwi¡» ukªad równa« w liczbach rzeczywistych a, b, c:
a3 + 3ab2 + 3ac2 − 6abc = 1

b3 + 3bc2 + 3ba2 − 6abc = 1

c3 + 3ca2 + 3cb2 − 6abc = 1.

Zadanie 3

Rozwi¡» w liczbach rzeczywistych x, y, z ukªad równa«
x2 − (y + z + yz)x+ (y + z)yz = 0

y2 − (z + x+ xz)y + (x+ z)xz = 0

z2 − (x+ y + xy)z + (x+ y)xy = 0.

�ródªo: OM.



1.1 �Póªniezmienniki�

Cz¦ste, cho¢ na razie nie na II etapie OM, s¡ ukªady postaci y = f(x), z = f(y), x = f(z), gdzie f
jest pewn¡ funkcj¡. Zwykle podstawianie niewiele tu daje. Trzeba zgadn¡¢ rozwi¡zania i pokaza¢ pewn¡
wªasno±¢ f , która sprawia, »e innych nie ma. Tutaj zwykle b. wa»ne s¡ nierówno±ci i warto±¢ bezwzgl¦dna.

Zadanie 4

Znajd¹ wszystkie czwórki liczb rzeczywistych dodatnich a, b, c, d speªniaj¡ce ukªad równa«
a = 2b2 − 1

b = 2c2 − 1

c = 2d2 − 1

d = 2a2 − 1.

Wskazówka: Poªó» f(x) = 2x2 − 1. Narysuj wykres! Porównaj |f(x)| i |x| w zale»no±ci od x.

Zadanie 5

Liczby x1, . . . , x2011 s¡ rzeczywiste dodatnie i speªniaj¡ ukªad równa«
xx2
1 = x3

xx3
2 = x4

. . .

xx1
2011 = x2.

Wyznacz te liczby.


