
Trikowe zadania � rozwi¡zania

1. Liczby caªkowite dodatnie a < b s¡ takie, »e

a|b oraz a− 1|b− 1

Udowodni¢, »e b ≥ a2.

Dowód. Zauwa»my, »e
a|b− a oraz a− 1|b− 1− (a− 1) = b− a

skoro liczby a, a− 1 s¡ wzgl¦dnie pierwsze, to

a(a− 1)|b− a

a wi¦c a(a− 1) ≤ b− a, inaczej a2 ≤ b. �

2. Niech w trójk¡cie 4ABC punkt D ∈ AB oznacza punkt styczno±ci okr¦gu wpisanego w 4ABC z
bokiem AB, punkt E ∈ AB oznacza punkt styczno±ci okr¦gu dopisanego do boku AB tego trójk¡ta
z bokiem AB.

Uzasadni¢, »e |AE| = |BD|.
Dowód. Niech B1, B2 oraz A1, A2 oznaczaj¡ punkty styczno±ci okr¦gu wpisanego i dopisanego do
prostych CA oraz CB. Równo±¢ stycznych do okr¦gów implikuje

|CA1| = |CB1| oraz |CA2| = |CB2|, st¡d |A1A2| = |CA2| − |CA1| = |CB2| − |CB1| = |B1B2|

|A1A2| = |A1B|+ |A2B| = |DB|+ |EB|

|B1B2| = |B1A|+ |B2A| = |DA|+ |EA|

|DB| − |EA| = |DB| − |AB|+ |EB| = |A1A2| − |AB| =

|B1B2| − |AB| = −|AB|+ |DA|+ |EA| = |EA| − |DB| = −(|DB| − |EA|)

Tak wi¦c liczba a = |DB|− |EA| speªnia a = −a, czyli a = 0, |DB| = |EA|, czego nale»aªo dowie±¢.

Jedyne nietrywialne przej±cie tutaj to pocz¡tkowa równo±¢ stycznych. Potem wystarczy uwierzy¢ i
spróbowa¢, »e wyj±cie. �

3. Dany jest siedmiok¡t foremny, o kolejnych wierzchoªkach A,B,C,D,E, F,G. Punkt X jest przeci¦-
ciem AC i BD. Uzasadni¢, »e

|AB|+ |AX| = |AD|

Dowód. W caªym tym rozwa»aniu k¡ty s¡ mo»na powiedzie¢ zorientowane, konkretniej k¡t ∠BAC
oznacza k¡t, o który trzeba obróci¢ póªprost¡ AB lewoskr¦tnie, aby przeszªa ona na póªprost¡
AC.

Rozwa»my (Vivat ulubiona metoda Sta«ka! ) obrót O wokóª A taki, »e póªprosta AC przechodzi na
póªprost¡ AD. Jest to obrót o k¡t ∠CAD = 180◦/7.

Punkt X w tym obrocie przechodzi na pewien punkt X ′ nale»¡cy do odcinka AD, ponadto |AX| =
|AX ′|.
Zauwa»my, »e ∠DAE = 180◦/7 oraz |AE| = |AD|, tak wi¦c obrót przenosi punkt D na E.

Niech α oznacza k¡t pomi¦dzy prostymi XD i X ′E. Z wªasno±ci obrotów mamy równo±¢ k¡tów
α = ∠CAD. Z drugiej strony bezpo±rednio przeliczamy, »e ∠CAD = ∠BDC, st¡d ∠BDC = α.



Z poprzedniej równo±ci k¡tów wynika, »e proste CD i EX ′ s¡ równolegªe. Przez punkt E przechodzi
dokªadnie jedna prosta równolegªa do CD � prosta BE. Tak wi¦c X ′ ∈ BE, BX ′||CD. Co wi¦cej,
proste AD i BC s¡ równolegªe, za± punkt X ′ ∈ AD, wi¦c X ′D||BC. Z tych dwóch równolegªo±ci
wynika, »e BCDX ′ jest równolegªobokiem. W szczególno±ci |BC| = |X ′D|.
Pozostaje doda¢, »e |AB| = |BC| = |X ′D| = |AD| − |AX ′| = |AD| − |AX|.
K¡ty skierowane mog¡ by¢ nieco przera»aj¡ce w powy»szym rozumowaniu, niestety trzeba ich u»y-
wa¢, »eby w sposób ±cisªy mówi¢ o obrotach (dlaczego?). Tym niemniej nie nale»y ich demonizowa¢
i najlepiej my±le¢ o nich jak o zwykªych k¡tach �ze strzaªk¡�. �

4. W ka»de pole niesko«czonej szachownicy wpisano liczb¦ naturaln¡ tak, »e ka»da liczba jest ±redni¡
arytmetyczn¡ liczb s¡siaduj¡cych z ni¡. Udowodnij, »e wszystkie liczby s¡ równe.

Dowód. Obserwacja: je»eli speªniony jest warunek z zadania, oraz w±ród s¡siaduj¡cych z liczb¡ n
liczb znajduje si¦ liczba wi¦ksza od n, to znajduje si¦ w±ród nich równiej liczba mniejsza od n.

Dowód obserwacji: niech z liczb¡ n s¡siaduj¡ liczby a1, . . . , ak, przy czym a1 > n. Zaªó»my (dowód
przez sprzeczno±¢), »e a1, . . . , ak ≥ n. Wtedy

n =
a1 + · · ·+ an

k
≥ a1 + (k − 1)n

k
> n

sprzeczno±¢. Obserwacja jest dowiedziona.

Zaªó»my, »e nie wszystkie liczby s¡ równe. Zauwa»my, »e wtedy pewne 2 liczby s¡siednie musz¡
nie by¢ równe, a wi¦c istniej¡ liczby s¡siednie n0 > n1. Z obserwacji wynika, »e w±ród liczb
s¡siaduj¡cych z n1 musi by¢ liczba od niej mniejsza n2 < n1 itd.

Doszli±my do wniosku, »e istnieje ci¡g liczb napisanych, z których ka»da jest mniejsza od poprzed-
niej:

n0 > n1 > n2 > · · · > ns > ns+1 > . . .

Ale to jest nonsens! Wszystkie liczby napisane byªy naturalne, wi¦c wszystkie liczby z tego niesko«-
czonego ci¡gu musiaªyby by¢ liczbami ze sko«czonego przedziaªu {n0, n0 − 1, . . . , 0}. Sprzeczno±¢.
Ciekaw¡ spraw¡ w tym rozwi¡zaniu jest jego ogólno±¢ � nie korzystali±my z prawie »adnych wªasno-
±ci liczb s¡siednich. �

5. Niech a, b, c b¦d¡ bokami trójk¡ta. Czy z odcinków o dªugo±ciach
√
a,
√
b,
√
c da si¦ zbudowa¢

trójk¡t?

Odpowied¹: Tak.

Dowód. Musimy, tak naprawd¦, pokaza¢, »e liczby
√
a,
√
b,
√
c speªniaj¡ nierówno±¢ trójk¡ta.

Udowodni¦, »e √
a+
√
b >
√
c

pozostaªych nierówno±ci dowodzimy analogicznie.

Zachodzi nierówno±¢ √
a+
√
b >
√
a+ b

Istotnie, obie wymienione liczby s¡ dodatnie, a po podniesieniu do kwadratu uzyskujemy trywialnie
prawdziw¡ nierówno±¢

(
√
a+
√
b)2 = a+ b+ 2

√
ab > a+ b =

√
a+ b

2

Co wi¦cej liczby a, b, c s¡ dªugo±ciami boków pewnego trójk¡ta, wi¦c a+b > c a wi¦c i
√
a+ b >

√
c.

√
a+
√
b >
√
a+ b >

√
c

�



6. Iloczyn dodatnich liczb rzeczywistych a, b, c wynosi 1. Wyka», »e

ab2 + bc2 + ca2 ≥ ab+ bc+ ca

Dowód. Mógªbym oczywi±cie przedstawi¢ samo rozwi¡zanie, ale ze wzgl¦dów dydaktycznych przed-
stawi¦ tak»e metod¦ prowadz¡c¡ do niego.

Wiemy, »e abc = 1. Po pierwsze zrównujemy stopnie obu stron (patrz: nierówno±ci tzw. Kurland-
czyka) uzyskuj¡c nierówno±¢ równowa»n¡:

ab2
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Droga do rozwi¡zania.

Zgadujemy teraz (co nie jest takim zwykªym strzaªem, je»eli si¦ zrobiªo ju» du»o zada« z nierówno-
±ci), »e t¦ nierówno±¢ mo»na udowodni¢ stosuj¡c ±redni¡ arytmetyczn¡ i geometryczn¡ (wa»on¡),
innymi sªowy nierówno±¢:

α1a1 + · · ·+ αnan ≥ aα1
1 · · · · · aαn

n

gdzie a1, . . . , an, α1, . . . , αn > 0 α1 + · · ·+ αn = 1. Ta nierówno±¢ tylko innym sposobem zapisania
nierówno±ci pomi¦dzy ±redni¡ arytmetyczn¡ a geometryczn¡, je»eli liczby α1, . . . , αn s¡ wymierne.

Zapisujemy po»¡dan¡ nierówno±¢ ogólnie:
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gdzie α+ β + γ = 1.

Ostatnia równo±¢ jest naszym marzeniem i wymaganiem. Rozpisujemy j¡ w postaci ukªadu równa«
(wynikªego z porównania wykªadników przy a, b, c): α+ 2γ − 1/3 = 1

β + 2α− 1/3 = 1
γ + 2β − 1/3 = 0

Rozwi¡zaniem tego ukªadu jest trójka liczb (α, β, γ) = (2/3, 0, 1/3).

Koniec drogi � doszli±my do rozwi¡zania

Jak wi¦c wystarczy udowodni¢ lub sprawdzi¢ nierówno±¢ z zadania wynika z trzech nierówno±ci
pomi¦dzy ±redni¡ arytmetyczn¡ a geometryczn¡ (wa»on¡):

2
3
ab2

3
√
abc

+
1
3
ca2

3
√
abc
≥ ab

2
3
bc2

3
√
abc

+
1
3
ab2

3
√
abc
≥ bc

2
3
ca2

3
√
abc

+
1
3
bc2

3
√
abc
≥ ca

Gdy zna si¦ metode, rozwi¡zanie nie jest trikowe, ale gdyby±my zobaczyli je nie znaj¡c metody,
byªoby :] �

7. Danych jest 2010 liczb caªkowitych a1, . . . , a2010. Pokaza¢, »e mo»na wybra¢ pewn¡ ilo±¢ kolejnych
wyrazów tego ci¡gu tak, »e ich suma jest podzielna przez 2010.

Dowód. Niech bi = a1 + · · · + ai dla i = 1, . . . , 2010, ponadto niech b0 = 0 (suma pustego ci¡gu
indeksów).

Zauwa»my, »e je»eli 2010|bi− bj dla pewnych i 6= j, to poszukiwany podci¡g istnieje (je»eli i < j to
jest on równy ai+1 + . . . aj).

Mamy 2011 liczb bi i tylko 2010 mo»liwych reszt z dzielenia przez 2010. Pewne dwie liczby musz¡
dawa¢ tak¡ sam¡ reszt¦. To ko«czy dowód. �



8. We wn¦trzu trójk¡ta równobocznego o boku dªugo±ci 101 danych jest 10203 punktów. Uzasadni¢,
»e pewna para punktów le»y w odlegªo±ci co najwy»ej 1 od siebie.

Dowód. Trójk¡t równoboczny o boku 101 da si¦ podzieli¢ na 1012 trójk¡cików równobocznych o
boku 1. Zachodzi 1012 = 10201 < 10203, wi¦c w pewnym z tych trójk¡tów b¦d¡ le»e¢ 2 punkty.
Pozostaje uzasadni¢, »e najdªu»szym odcinkiem w trójk¡cie jest pewien jego bok, pozostawiam to
czytelnikom :) . �

�ródªo: Staszic, mathlinks,Art Of Problem Solving i nie wiem co jeszcze


