Trikowe zadania — rozwigzania

. Liczby calkowite dodatnie a < b sa takie, ze
alboraz a — 1]b— 1

Udowodni¢, ze b > a2.
DowoOD. Zauwazmy, ze
alb—aoraza—-1b—1—-(a—1)=b—-a

skoro liczby a,a — 1 s3 wzglednie pierwsze, to
ala—1)|b—a

a wiec a(a — 1) < b — a, inaczej a? < b. [

. Niech w trojkacie AABC punkt D € AB oznacza punkt stycznosci okregu wpisanego w AABC z
bokiem AB, punkt E € AB oznacza punkt stycznosci okregu dopisanego do boku AB tego trojkata
z bokiem AB.

Uzasadni¢, ze |AE| = |BD|.
DowoOD. Niech By, By oraz Ap, A; oznaczaja punkty stycznosci okregu wpisanego i dopisanego do
prostych C'A oraz C'B. Rownos$é stycznych do okregow implikuje

|CA1| = |CB1| oraz |CA2| = ‘CBQ|, St%d |A1A2| = |CA2| — |CA1| = |CB2| - |CBl| = ‘BlB2|

|A1 42| = |A1B| + |A2B| = |DB| + |EB|
|B1Bs| = [B1A| + |B2A| = [DA| + [EA]
|DB| - |EA| = |[DB| — |AB| + |EB| = |A1As| — |AB| =
|B1Bs| — [AB| = —[AB| + |DA| + |EA| = |EA| — [DB| = —(|DB| — |EA])
Tak wiec liczba a = |[DB| — |EA| spetnia a = —a, czyli a = 0, |DB| = |EA|, czego nalezalo dowies¢.

Jedyne nietrywialne przejscie tutaj to poczgtkowa réwno$é stycznych. Potem wystarczy uwwierzyé i
sprobowaé, zZe wyjscie. |

. Dany jest siedmiokat foremny, o kolejnych wierzchotkach A, B,C, D, E, F,G. Punkt X jest przecie-
ciem AC i BD. Uzasadnié, ze
|AB| + |AX| = |AD|

DowOD. W calym tym rozwazaniu katy sa mozna powiedzie¢ zorientowane, konkretniej kat £/ BAC
oznacza kat, o ktory trzeba obrocié potprosta AB lewoskretnie, aby przeszta ona na polprosta

AC.

Rozwazmy ( Vivat ulubiona metoda Starika!) obrot O wokot A taki, ze polprosta AC przechodzi na
pélprosta AD. Jest to obrot o kat ZCOAD = 180°/7.

Punkt X w tym obrocie przechodzi na pewien punkt X' nalezacy do odcinka AD, ponadto |[AX| =
|AX'].

Zauwazmy, ze ZDAE = 180°/7 oraz |AE| = |AD|, tak wiec obrot przenosi punkt D na E.

Niech a oznacza kat pomiedzy prostymi XD i X'E. Z wlasnosci obrotow mamy réwnosé katow
a = /ZCAD. Z drugiej strony bezposrednio przeliczamy, ze Z/CAD = Z/BDC, stad Z/BDC = «.



Z poprzedniej rownosci katow wynika, ze proste CD i EX' sa rownolegle. Przez punkt F przechodzi
dokladnie jedna prosta rownolegta do CD — prosta BE. Tak wiec X’ € BE, BX'||C'D. Co wiecej,
proste AD i BC' sa rownolegle, za$ punkt X’ € AD, wiec X'D||BC. Z tych dwoch rownoleglosci
wynika, ze BCDX' jest rownoleglobokiem. W szczegolnosci |BC| = |X'D|.
Pozostaje dodac¢, ze |AB| = |BC| = |X'D| = |AD| — |AX'| = |AD| — |AX]|.

Kqty skierowane mogq byé nieco przerazajgce w powyzszym rozumowaniu, niestety trzeba ich uzy-
waé, zeby w sposdb Scisty mowié o obrotach (dlaczego?). Tym niemniej nie nalezy ich demonizowaé
1 najlepiej mysleé o nich jak o zwyktych katach “ze strzatkq”. |

. W kazde pole nieskoniczonej szachownicy wpisano liczbe naturalng tak, ze kazda liczba jest $redniag
arytmetyczna liczb sasiadujacych z nia. Udowodnij, ze wszystkie liczby sa rowne.
DowOD. Obserwacja: jezeli spelniony jest warunek z zadania, oraz wsrdd sasiadujacych z liczba n
liczb znajduje sie liczba wieksza od n, to znajduje sie wérdd nich réwniej liczba mniejsza od n.
Dowdd obserwacji: niech z liczba n sasiaduja liczby aq, .. ., ag, przy czym a; > n. Zaldézmy (dowod
przez sprzecznosc), ze ay, . . .,ar > n. Wtedy

ar+-+a, _a+(k—1)n

k - k

sprzeczno$c. Obserwacja jest dowiedziona.

Zalozmy, ze nie wszystkie liczby sg réwne. Zauwazmy, ze wtedy pewne 2 liczby sasiednie musza
nie by¢ réwne, a wiec istnieja liczby sasiednie ng > n;. Z obserwacji wynika, ze wsréd liczb
sasiadujacych z n; musi by¢ liczba od niej mniejsza no < n; itd.

Doszlismy do wniosku, ze istnieje ciag liczb napisanych, z ktérych kazda jest mniejsza od poprzed-
niej:
ng>ng >ng > - >MNg>MNgy1 > ...

Ale to jest nonsens! Wszystkie liczby napisane byly naturalne, wiec wszystkie liczby z tego nieskori-
czonego ciagu musiatyby by¢ liczbami ze skoriczonego przedziatu {ng,no —1,...,0}. Sprzecznos¢.

Ciekawq sprawg w tym rozwigzaniu jest jego ogdlnosé — nie korzystaliSmy z prawie zZadnych wtasno-
Sci liczb sgsiednich. |

. Niech a,b, ¢ beda bokami trojkata. Czy z odcinkéw o dtugosciach v/a, /b, v/c da sie zbudowac¢
trojkat?
Odpowiedz: Tak.

Dowo6Dp. Musimy, tak naprawde, pokazaé, ze liczby +/a, \/5,\/5 spelniaja nieréwnos¢ trojkata.
Udowodnie, ze
Va+ Vb > /e

pozostalych nieréwnosci dowodzimy analogicznie.

Zachodzi nieréwno$é

\/5+\/5>\/a+b

Istotnie, obie wymienione liczby sa dodatnie, a po podniesieniu do kwadratu uzyskujemy trywialnie
prawdziwa nieréwnosé

Va+ Vb2 =a+b+2Vab>a+b= Vatb
Co wiecej liczby a, b, ¢ sa dtugo$ciami bokéw pewnego trojkata, wiec a+b > c a wieci vVa +b > +/c.

Va+Vb>vVa+b>+/c



6. Iloczyn dodatnich liczb rzeczywistych a, b, c wynosi 1. Wykaz, ze

ab® + bc? + ca® > ab + be + ca

DowoOD. Mogtbym oczywiScie przedstawié samo rozwigzanie, ale ze wzgledow dydaktycznych przed-
stawie takze metode prowadzgcg do niego.

Wiemy, ze abc = 1. Po pierwsze zrownujemy stopuie obu stron (patrz: nieréwnosci tzw. Kurland-
czyka) uzyskujac nier6wnosé rownowazna:
ab? bc?

+ > ab+ bc+ ca
Vabe v abc Vabe

Droga do rozwigzania.

Zgadujemy teraz (co nie jest takim zwyklym strzalem, jezeli sie zrobilo juz duzo zadan z nieréwno-
§ci), ze te nieréwno$¢ mozna udowodnié stosujac Srednia arytmetyczna i geometryczng (wazona),
innymi stowy nieréwnosé:

a1aq +...+anan Z a?l ..... a/z"
gdzie a1, ...,ap,a1,...,0, >0 a1+ -+ a, = 1. Ta nieréwnos$é tylko innym sposobem zapisania
nierownosci pomiedzy Sredniq arytmetyczng a geometryczng, jezeli liczby oy, . .., o, S¢ wymierne.

Zapisujemy pozadang nieréwnosé ogodlnie:

ab? bc? ca’? ab®> \* [ be Proca? \7
@ 3 + ﬂ 3 + ’y 3 2 3 3 3 = ab
Vabe v abc v abc v abc Vv abe v abc
gdzie a+ 0+ v =1.
Ostatnia réwno$c¢ jest naszym marzeniem i wymaganiem. Rozpisujemy ja w postaci uktadu réwnan

(wyniktego z poréwnania wyktadnikéow przy a, b, c):

a+2y-1/3=1

B+2a—1/3=1

v+28-1/3=0
Rozwiazaniem tego uktadu jest trojka liczb (v, 8,7) = (2/3,0,1/3).
Koniec drogi — doszlismy do rozwigzania

Jak wiec wystarczy udowodnié¢ lub sprawdzi¢ nieréwno$é¢ z zadania wynika z trzech nieréwnosci
pomiedzy $rednia arytmetyczna a geometryczng (wazona):

2 ab? 1 ca?
— > ab
3 \/ab 3 v a
2 be? 1 ab2 -
- C
3 \/ab 3 Vabe
2 ca? 1 bc2
— > ca

3 Yabe

Gdy zna sie metode, rozwigzanie nie jest trikowe, ale gdybysmy zobaczyli je nie znajgc metody,
bytoby :J |

i

7. Danych jest 2010 liczb catkowitych aq, ..., a2019- Pokazaé, ze mozna wybra¢ pewna ilos¢ kolejnych
wyrazoéw tego ciagu tak, ze ich suma jest podzielna przez 2010.
Dowop. Niech b; = a3 +---+a; dlai =1,...,2010, ponadto niech by = 0 (suma pustego ciagu
indeksow).
Zauwazmy, ze jezeli 2010|b; — b; dla pewnych ¢ # j, to poszukiwany podciag istnieje (jezeli i < j to
jest on rowny a;41 + ...a;).
Mamy 2011 liczb b; i tylko 2010 mozliwych reszt z dzielenia przez 2010. Pewne dwie liczby musza
dawacé taka sama reszte. To koniczy dowdd. |



8. We wnetrzu trojkata réwnobocznego o boku dlugosci 101 danych jest 10203 punktéw. Uzasadnié,
ze pewna para punktéw lezy w odlegtosci co najwyzej 1 od siebie.
DowoD. Trojkat rownoboczny o boku 101 da sie podzieli¢ na 1012 trojkacikow réwnobocznych o
boku 1. Zachodzi 1012 = 10201 < 10203, wiec w pewnym z tych trojkatéw beda leze¢ 2 punkty.
Pozostaje uzasadnié¢, ze najdtuzszym odcinkiem w trojkacie jest pewien jego bok, pozostawiam to
czytelnikom :) . [

Zrodlo: Staszic, mathlinks,Art Of Problem Solving i nie wiem co jeszcze



